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Zusammenfassung

Die Vorlesung bietet eine elementare Einfithrung in die Quantentheorie, die in zunehmendem Mafle
auch fiir die praktische Tétigkeit von Ingenieuren relevant wird. So basieren moderne Halbleiter-
bauelemente (auf dem Gebiet der Optischen Nachrichtentechnik und in der Halbleiterelektronik) in
ihrer Funktion auf quantenmechanischen Eigenschaften des Elektrons [3] [24] [26]. Dienstintegrier-
te Breitbandnetze iibermitteln Nachrichten durch Lichtsignale (sogenannte photonische Netze);
die Erzeugung, Verstiarkung und Detektion von Licht erfordert Kenntnisse der Quantennatur des
elektromagnetischen Feldes und der mit ihnen wechselwirkenden Ladungen, da die prinzipiellen
Grenzen der Ubertragungsgiite auf Quantenphinomenen beruhen. Diese Gesichtspunkte werden
auch in den Ubungen und Anwendungsbeispielen bevorzugt behandelt. Nichtklassische Korrelatio-
nen (verschriankte Zusténde) finden bereits praktische Anwendungen in der Quantenkryptographie,
in der Quanten-Metrologie (z. B prizise Phasenmessungen mit optischen Interferometern) und in
der hochaufgelosten Lithographie. Verlustlose Strahlteiler und Interferometer fiir Photonen und
Fermionen werden quantentheoretisch behandelt. Eine Diskussion der subtileren Aspekte der In-
terpretation quantenmechanischer Probleme (wie etwa der verschriankten Zustdnde) findet man
in [23][31][5]. Zweifelsfreie endgiiltige experimentelle Ergebnisse zur Bestétigung der theoretischen
Voraussagen iiber das Verhalten verschriankter Systeme werden in [55] diskutiert. Interessante
praktische Anwendungen verschrinkter Zustande (,,gestiinder Réntgen mit verschrankten Photo-
nenpaaren “)werden in [57] leicht verstandlich besprochen.

Die Vorlesung gibt eine Einfiihrung in die Problematik der Quantentheorie, in den sogenann-
ten Dirac-Formalismus (Bracket-Formalismus) der Quantentheorie (er bietet den Vorteil, daf} sich
grundlegende Beziehungen algebraisch anschreiben lassen und somit keine Vorkenntnisse iiber par-
tielle Differentialgleichungen erfordern; in den Ubungen wird gezeigt, wie sich diese Schreibweise
auch vorteilhaft zur Losung mathematischer Probleme einsetzen 148t) und in die Systemdynamik.
Die Betonung liegt eher auf der Diskussion von Strukturfragen der Quantentheorie, der Entwick-
lung einer Anschaulichkeit fiir quantenmechanische Abldufe und der Formulierung von Problemen,
weniger auf der tatsdchlichen Durchrechnung konkreter Systeme. Durch diese Einfiihrung sollte
der Horer imstande sein, sich auch in anspruchsvolleren Texten der Quantenelektrodynamik zu-
rechtzufinden.
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Kapitel 1

Einfiihrung in die Problematik

1.1 Wellen und Teilchen

Aus unserer alltdglichen Anschauung haben wir Vorstellungen zu den Begriffen , Teilchen“ und
,Welle“ entwickelt. Wellen erzeugt man auf der Wasseroberfliche, indem man einen Stein ins Was-
ser wirft; wirft man zwei Steine ins Wasser, so zeigen die von jedem der beiden hervorgerufenen
Wellen Interferenzen. Es erschiene uns abwegig, durch die Luft fliegende Kieselsteine als Wellen
beschreiben zu wollen (dazu besteht auch keine Notwendigkeit, weil niemand , Kieselsteininterfe-
renzen® beobachtet hat und erklaren muf}). Ebenso abwegig erschiene es uns, zwei interferierende
Wasserwellen als miteinander wechselwirkende Teilstrahlen von ,,Wasserteilchen* zu verstehen, und
der Versuch, die Interferenz als Folge von Sté8en zwischen einzelnen Wasserteilchen zu erfassen,
wére zum Scheitern verurteilt.

Im Mikrokosmos sind die Verhéltnisse anders. Es gibt Erscheinungen, die wir als , Teilchen*
oder ,Wellen* ansehen, obwohl wir sie nie im Sinne einer Alltagsanschauung wie Wasserwellen
oder Kieselsteine ,,gesehen®“ haben: So sind Elektronen eben Teilchen, elektromagnetische Wellen
sind eben Wellen. Warum? Weil uns der Physiklehrer eine Klasse von Experimenten erzédhlt hat,
die zu diesen Schliissen berechtigen (und wir haben ihm geglaubt). Er hitte uns aber eine ganz
andere Klasse von Experimenten sagen koénnen, die zu ganz anderen Schliissen gefithrt hétten.
Dazu nur zwei Beispiele:

e Beim duBeren Photoeffekt kann Licht (eine Welle) aus einem Festkérper Elektronen (Teil-
chen) auslosen. Aber: Wenn die Wellenlidnge des verwendeten Lichtes eine bestimmte Grenz-
wellenldnge in Richtung groflerer Wellenldngen {iberschreitet, werden keine Elektronen aus-
gelost, ganz egal, wie grofl die Lichtintensitdt gewédhlt wird. Das ist unverstdndlich; wenn
jedem Elektron eine bestimmte Energie zugefithrt werden muf, um es aus dem Festkorper
austreten zu lassen, miifite dies durch Erhohen der Wellenintensitdt immer moglich sein.
Die , Erklarung® gelingt zwanglos, wenn man sich Licht als einen Strom von Lichtteilchen
(Photonen) vorstellt, wobei die Energie der einzelnen Photonen umgekehrt proportional zur
Lichtwellenlénge ist: Bei Uberschreiten der Grenzwellenlinge reicht die Energie des Lichtteil-
chens nicht mehr aus, in einem ,,Stof8“ mit dem Elektron diesem die nétige Austrittsenergie
zu verleihen (die kooperative Ubertragung der Energie zweier Lichtteilchen auf ein Elektron
ist extrem unwahrscheinlich, dazu miiiten zwei Photonen und ein Elektron gleichzeitig ,,zu-
sammenstoflen®). Fazit: Eine Welle (Licht) ,,benimmt* sich beim &ufleren Photoeffekt so, als
bestiinde sie aus Teilchen (Photonen).

e Schiefit man Elektronen (Teilchen) mit moglichst genau definierter Geschwindigkeit und
Richtung durch Kristalle und fangt sie auf einer dahinter angeordneten Folie auf, so entstehen
typische symmetrische Muster der Auftreffhaufigkeit dieser Elektronen. Die Muster sind nicht
aus der Anwendung der Stofigesetze oder der elektrostatischen Krifte zwischen Elektronen
und Kristallionen zu erkldren (man konnte den Versuch auch mit Neutronen ausfiihren, bei



denen keine elektrostatischen Krifte auftreten). Interpretiert man dagegen die Elektronen
als Welle mit einer Wellenlénge, die dem mechanischen Impuls der Elektronen umgekehrt
proportional ist, so lassen sich die Muster als Interferenzen von Wellen deuten, welche durch
regelméfig angeordnete Hindernisse (Atome im Kristall) gebeugt wurden. Fazit: Teilchen
(Elektronen, Neutronen) ,benehmen® sich bei der Beugung am Kristallgitter so, als wéren
sie Wellen (Materiewellen).

Die Quantentheorie entwickelt einen Formalismus, mit dem sich diese Dualitdt von Wellen-
aspekt und Teilchenaspekt quantitativ erfassen laf3it. Fiir den Makrokosmos, in dem Quantenphé-
nomene nicht manifest werden (Kieselsteine und Wasserwellen), liefert sie identische Aussagen wie
die klassischen Theorien.

Es erscheint ,unanschaulich“, dafl sich Teilchen wie Wellen und Wellen wie Teilchen verhal-
ten sollen; daher ist eine kurze Kritik der ,,Anschauung“ angebracht. ,,Anschaulich® erscheint uns
etwas, was auf Kategorien zuriickgefiihrt wird, die wir aus unserer téglichen Anschauung ken-
nen: elastische Federn, St68e, Wasserwellen, Kieselsteine. Wohlgemerkt: Das sind nicht notwendig
Dinge, die wir ,,verstanden“ haben, sondern vielfach haben wir uns nur daran gewohnt, mit den
Begriffen zu operieren, ohne sie je verstanden zu haben (was ist eine Feder? Das glaubt jeder zu
wissen, der auf einem Diwan gehopst ist oder an einem Expander gezogen hat). Es ist ganz na-
tiirlich, daf auf den Mikrokosmos (einen Bereich, der sich unserer téglichen Anschauung entzieht)
jene Begriffe nicht passen, die wir aus dem Umgang mit dem Alltag entwickelt haben (Wellen,
Teilchen). Daher ist auch Verzweiflung unangebracht (was sind sie nun? Wellen oder Teilchen? Sie
konnen doch nicht beides sein!). Aus dem Zur-Kenntnis-Nehmen von experimentellen Befunden
im Mikrokosmos koénnen wir uns mit den Spielregeln anfreunden, uns an sie gewohnen (wie man
Spielregeln fiir Skat oder Monopoly akzeptiert), dafiir eine ,,Anschauung® in dem Sinne entwickeln,
daBl wir prognostizieren kénnen, wie sich eine hypothetische Situation im Mikrokosmos weiter ent-
wickeln wird, genauso, wie wir voraussagen konnen, was passiert, wenn wir einen Stein aus der
Hand fallen lassen (er wird eben zu Boden fallen).

Eine Warnung ist vonnéten: Wir miissen damit rechnen, dafl es auch andere Begriffe (aufler
sWelle“ und ,, Teilchen) gibt, die sich nicht naiv und ungestraft aus dem Alltag in den Mikrokosmos
iibertragen lassen. Nehmen wir den Begriff ,Bahn® (einer Lokomotive, eines geworfenen Steins,
etc): Steine und Lokomotiven werden wir durch unsere Beobachtung ihrer Bewegung auch durch
noch so ,,scharfe“ Blicke nicht in ihrer Bewegung merklich beeinflussen konnen. Im Mikrokosmos ist
das anders. Um Elektronen zu ,sehen, miissen wir sie mit Lichtteilchen ,,bewerfen*, deren Energie
moglicherweise grofer ist, als die des Elektrons. Das Elektron wird bei der ersten Beobachtung aus
seiner ,Bahn“ geworfen, bei einer folgenden Beobachtung ist das Elektron nicht dort, wo es gewesen
ware, wenn wir die erste Beobachtung nicht versucht hatten. Der Begriff ,,Bahn®“ muf vielleicht ganz
aufgegeben werden: Der Mond zieht seine Bahn um die Erde. Aber: Zieht ein Elektron seine Bahn
um ein Proton (Wasserstoffatom)? Wie wollte man sie registrieren? Dazu folgende Uberlegung: Ein
Wasserstoffatom hat einen Durchmesser von ungefdhr 1A= 10~% c¢cm. Wollten wir die Bahn auf 1%
genau vermessen, miifite man Distanzen von 1072A= 10" c¢m auflésen. Da man mit Licht aber
Details nur bis in die Groflenordnung der verwendeten Lichtwellenlidnge auflésen kann, miifiten
wir Licht der Wellenlinge 107!° cm verwenden: Dem entspricht eine Photonenenergie (Energie
der Lichtteilchen) von ungefihr 1,24 MeV. Da die Ionisierungsenergie eines Wasserstoffatoms nur
13,6 eV betrigt, ist leicht einzusehen, was passiert: Wenn wir mit einem Photon der Energie 1 MeV
auf ein H-Atom werfen, treffen wir vielleicht das Elektron und ,,sehen* einen einzigen Punkt seiner
Bahn; damit haben wir aber auch das H-Atom demoliert, und eine weitere Messung ist unméglich!
Alles, was wir tun konnen, ist folgendes: Wir nehmen immer wieder und immer wieder ein heiles H-
Atom, messen, wo das Elektron ist, und notieren uns die Lage, wo wir bei den einzelnen Atomen das
Elektron gesehen haben. Das Ergebnis ist keine ,Bahn“, sondern eine Wahrscheinlichkeitsdichte
w(7), das Elektron an einer Stelle 7 relativ zum Proton anzutreffen (wie in Extremsituationen der
Begriff einer Orbitalbewegung eines lokalisierten Elektrons aufrechterhalten werden kann, wird in
[37] diskutiert).



1.2 Interferenzexperimente

Die fiir den Mikrokosmos relevanten Zusammenhénge zwischen den Erscheinungsformen ,Welle*
und ,, Teilchen“ desselben ,Etwas“ sollen anhand nachstehend beschriebener Experimente néher
untersucht werden. Die Versuchsanordnung zeigt Abb. 1.1: Aus einer Quelle Q werden klassische
Teilchen, klassische Wellen oder dem Mikrokosmos zuzuordnende , Zwitter* (z.B. Elektronen) ab-
gegeben, welche durch Spalte 1, 2 in einem Schirm S in eine Registrierebene R gelangen.

S R
Ax
f -x =1
L
v
Q [
x=0

Abbildung 1.1: Q: Quelle fiir klassische Teilchen, klassische Wellen oder Wellen-Teilchen-Zwitter. S:
Schirm mit zwei Spalten 1, 2. R: Registrierebene mit langs der x-Achse verschieblichen Detektoren

1.2.1 Experiment mit klassischen Teilchen

Bei jedem Experiment werden nacheinander N Teilchen von der stark streuenden Quelle Q emit-
tiert. Die Teilchen seien unzerbrechlich, es sei ausgeschlossen, dafl sie sich auf ihrer Bahn gegenseitig
beeinflussen (also, dafl etwa ein vom Schirm abprallendes Teilchen das néchste Teilchen aus der
Quelle trifft und ablenkt). Die beiden Spalte 1, 2 sind symmetrisch zur Verbindungslinie zwischen
der Quelle @ und dem Punkt x = 0 in der Registrierebene. Im Mittel werden N; Teilchen durch
Spalt 1, Ny Teilchen durch Spalt 2 und Ny Teilchen durch keinen der beiden Spalte fliegen. Es las-
sen sich Teilchendichten n(x) (Teilchen pro Lénge in 2-Richtung) und Wahrscheinlichkeitsdichten
w(z) fiir das Auftreffen von Teilchen an der Stelle = definieren, sowie eine Wahrscheinlichkeit wy,
daBl das Teilchen weder durch Spalt 1 noch durch Spalt 2 gelangt.

Ist nur Spalt 1 gedffnet, so gelangen N7 der ausgesandten N Teilchen in die Registrierebene,
und es gilt

“+o0 “+o0
ny(z) = Nwq(x), Ny :/nl(m)dac = N [wi(z)dz. (1.1)

Fiir den Fall, dafl nur Spalt 2 gedffnet wird, erreichen Ny der von der Quelle abgegebenen N
Teilchen die Registrierebene:

+oo +oo
na(z) = Nwq(x), Ny :/ng(x)da: = N [wy(z)dx. (1.2)

— 00 — 00



Die Prognose fiir die Teilchendichte in der Registrierebene im Fall, dafl beide Spalte gedffnet sind,
lautet folgendermaflen: Da die Teilchen einander nicht beeinflussen, wird die lokale Teilchendichte
nyz(z) die Summe der Teilchendichten sein, welche bei Durchgang durch Spalt 1 und Spalt 2 zu
erwarten sind, das heif3t

ni2(x) = Nwia(z) = ny(z) + na(z) = Nwi(z) + we(x)],

—+oo +oo
/nlg(x)dx = N [wiz(x)dx = N1 + No (1.3)
— 00 —00

wiz(x) = wi(x) + wa(z).

Die lokale Auftreffwahrscheinlichkeit wis(x) ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten wy (), wo(z)
(in der Normierung, wie sie Gl.1.1-Gl. 1.3 zu entnehmen ist). Ferner gilt natiirlich

+oo + o0 400

N = Ny + Ny + Ny :/nl(x)dx +/n2(x)da: + Ny :/’I’ng(l')dl‘ + Ny
—00 . —00 oo —oo (14)
=N /wl(x)d:v +/w2(x)dac + wo

Die prinzipiellen Verldufe der Teilchendichten sind in Abb. 1.2 dargestellt.

Abbildung 1.2: Verlauf der Teilchendichten in der Registrierebene. n1 (z): Transmission durch Spalt
1. no(x): Transmission durch Spalt 2. nqa(z): Transmission durch beide Spalte

1.2.2 Experiment mit klassischen Wellen

In Abb.1.1 sei Q eine Wellenquelle, welche die Leistung P aussendet. In der Registrierebene
seien keine Anzeichen fiir einen Teilchencharakter feststellbar (die Detektoren registrieren eine
Intensitét I(x), welche sich bei Verdnderung von P kontinuierlich &ndern 148t). Im Mittel wird
durch den Spalt 1 die Leistung P;, durch den Spalt 2 die Leistung P, transmittiert. Die Leistung
Py verfehlt die beiden Spalte. Anstelle von Teilchendichten n(x) werden nun Intensitdten I(x)
registriert, welche auch durch (auf die Gesamtleistung P der Quelle) normierte Intensitdten w(zx)
ausgedriickt werden kénnen.
Ist nur Spalt 1 gedffnet, so registriert man analog zu Gl. 1.1 die Intensitét

“+oo —+oo

I(xz) = Pwq(x), Py :/Il(:v)d:r = P/wl(x)dm. (1.5)

—00 — 00



Analoge Beziehungen gelten fiir den Fall, dafl nur Spalt 2 geéffnet ist:

+oo “+oo
I(z) = Pws(x), Py :/Ig(x)dx = P/wg(x)dx. (1.6)

Die Prognose, da8 sich bei Offnung beider Spalte analog zu Gl. 1.3 eine Intensitit 12(x) regis-
trieren la8t, welche man durch Addition der Intensitdten Ih(z) und Iz(x) erhilt, stellt sich nach
Durchfiihrung des Experiments als falsch heraus. Es gilt ndmlich

Iz (z) = Pwiz(x) # Li(2) + I2(z) = Plwi(z) + w2 ()],

(1.7)
d.h. wia(z) # wi(x) +wa(x).

Tatséchlich ergibt sich fiir die Intensitédtsverldufe das in Abb. 1.3 dargestellte Ergebnis. Jedem,
der mit Wellen zu tun gehabt hat, ist ,klar® (das heifit: er hat sich daran gewohnt), dafl bei

1,(x)

Abbildung 1.3: Verlauf der Intensititen in der Registrierebene. I (x) bei Transmission durch Spalt
1, Is(x) bei Transmission durch Spalt 2, I12(x) bei Transmission durch beide Spalte

Wellen die Feldstarken superponiert werden miissen, und daf} sich Intensitdten durch Quadrieren

der Feldstérken ergeben. Die Prognose ist falsch, weil dieser Umstand nicht beachtet wurde.
Wir beschreiben also die Wellen in der Registrierebene durch eine Feldstarke

Bl 1) = VIR {(a)ei!} = V2 Jp(a)| R { et ] (1.8)
welche so normiert sei, daf§ fiir die Intensitat I(z) gilt

I(z) = Ply(z)[*. (1.9)

Mit diesen Definitionen dndert sich in den Féllen, dafl nur ein Spalt gedffnet ist, gar nichts. G1.1.5
und GI. 1.6 lauten nun

+oo +o00 +o00
Ii(z) = Pwi(z) = Plyr(2)]?, P :/Il(x)dx = P/wl(x)dx = P/|1/’1($)|2d$,

oo oo oo (1.10)
L(z) = Pws(z) = Pln(2)2, P :/Ig(m)dx — P wa(a)dz = P/|w2(a:)|2dx.



Im Fall, da8 beide Spalte geoffnet sind, miissen zunidchst die Teilfelder ¢4 (), ¥2(x) zu einem
Gesamtfeld ¢12(z) tberlagert werden,

Pra(x) = Y1 () +P2(z), (1.11)
aus dem dann die Intensitat I15(z) ermittelt wird; mit Gl.1.10 erhdlt man

Lia(z) = Pwia(z) = Plgra(2)|* = Pl (2) + ()

=L (z) + L(z) + 2/ I1(z) [2(z) cos[d1 (z) — da(z)] (1.12)
# I (z) + Iy(z) = Plwy (z) + wa(z)].

Der Interferenzterm gibt die Verhéltnisse von Abb. 1.3 prinzipiell richtig wieder. In der Néhe von
x =0 gilt im Fall I,(0) = I5(0), 61(0) = 62(0)

I15(0) = 41, (0), (konstruktive Interferenz). (1.13)

Es gibt aber benachbarte Stellen © = + e, an denen 01(f£¢) — d2(+£¢e) = £ erfiillt ist, und an
denen somit ndherungsweise

Iia(+e) =0, (destruktive Interferenz) (1.14)

gilt. Streng genommen sind die Teilfelder ¢ (), ¥2(z) fir den Fall, dafl beide Spalte offen sind,
nicht mehr identisch mit den Feldern ¢ (z), 12(x), die sich ergeben, wenn nur ein Spalt offen
steht. Vernachlissigt man diesen Effekt, so gilt angenéhert (siehe Abb. 1.5)

+00
/ vV I (2)I3(z) cos[d1(x) — da(z)]dx = 0, (1.15)

so daBl in Analogie zu GI. 1.4 auch gilt

+oo +oo +oo

1.2.3 Experiment mit Elektronen

Aus der Quelle QQ in Abb. 1.1 werden nun Elektronen entlassen. In der Registrierebene angeordnete
Detektoren stellen fest, dafl es sich tatsdchlich um unteilbare, individuell registrierbare Teilchen
handelt.

Mit denselben Bezeichnungen wie in Gl. 1.1-Gl. 1.4 wiirde man bei der Transmission durch den
Spalt 1, durch den Spalt 2 oder durch beide Spalte die in Abb. 1.2 dargestellten Ergebnisse erwar-
ten. Tatséchlich registriert man aber fiir die Teilchendichten nq(z), na(x) und nia(z) Verlaufe, die
sich mit denen von Iy (z), Is(z) und I12(x) aus dem Experiment mit klassischen Wellen decken.

Das Dilemma scheint unlésbar: In der Registrierebene werden eindeutig Teilchen empfangen.
Diese Teilchen miissen durch einen der beiden Spalte gekommen sein. Weil aber ein Interferenz-
muster in der Teilchendichte n12(x) gemessen wurde, miiiten sich die Elektronen in der Schir-
mebene wie Wellen verhalten haben, also , gleichzeitig” auf eine obskure Weise als Partialwellen
durch die Spalte geflogen sein. Die Interferenz dieser Wellen miifite eine rdumliche Modulation
der Auftreffwahrscheinlichkeit in der Registrierebene bewirkt haben, so dafy an Stellen hoher Auf-
treffwahrscheinlichkeit hdufiger (ganze, unteilbare) Elektronen ankommen als an Stellen niedriger
Auftreffwahrscheinlichkeit.

Diese ,,geheimnisvolle“ Umwandlung von Teilchen in Wellen und wieder in Teilchen (auf dem
Weg von der Quelle durch den Schirm in die Registrierebene) ist mit unseren Alltagsvorstellungen
iiber Wellen und Teilchen nicht vereinbar. Es ist angebracht, die Frage zu stellen: Auf welchem
Weg sind die Elektronen tatsédchlich an die Stelle x gelangt, durch Spalt 1 oder durch Spalt 27
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Abbildung 1.4: Anordnung von Abb. 1.1, ergénzt durch eine Lichtquelle L und einen Photodetektor
PhD zur Erlangung der Welcher-Weg-Information

Wir versuchen, die Frage durch einen ,Welcher-Weg-Detektor” (im folgenden kurz als WW-
Detektor bezeichnet) zu losen. Abb. 1.4 zeigt die Anordnung. Nach einigem Experimentieren mit
der Beleuchtung der beiden Spalte stellen wir fest: Wenn die Wellenldnge der Lichtquelle zu grofl
gewdhlt wird, erzeugt zwar ein durch die Spalte fliegendes Elektron einen Lichtblitz von reflektier-
tem Licht in der Schirmebene, aber die rdumliche Ausdehnung der Lichterscheinung ist so grof,
daB sich nicht entscheiden 148t, ob das Elektron durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 gekommen ist.
Wenn die Intensitét des Lichtes zu klein gewahlt wird, kann es vorkommen, daf} in der Registriere-
bene ein Elektron ankommt, ohne dafl vorher in der Schirmebene ein Lichtblitz registriert wurde
(das Elektron ist ,ungesehen“ durchgeschliipft).

Wird die Wellenldnge des Lichtes hinreichend klein gemacht und eine hinreichend grofie Lichtin-
tensitét eingestellt, so 148t sich erreichen, dal wir von jedem Elektron, welches die Registrierebene
erreicht, eindeutig angeben konnen, durch welchen Spalt es gekommen ist. Fiir die Teilchendichten
n1(z), ne(x) und nia(x) registrieren wir die Kurven von Abb. 1.5, also keine Interferenz! Wenn wir
dagegen den WW-Detektor entfernen (oder, wie oben besprochen, Lichtwellenldnge und Lichtin-
tensitét so einstellen, dafi eine WW-Information nicht erreicht werden kann), so erhédlt man bei
Transmission durch beide Spalte die Teilchendichte n)4(x), also volle Interferenz (siehe Abb. 1.5).

Eigentlich ist das Ergebnis befriedigend: Es zeigt, dal Elektronen weder Teilchen ,sind“, noch,
daB sie Wellen ,sind“ Sie verkérpern in sich beide Erscheinungsformen. Es liegt an uns, sie so zu
behandeln, daf} sie das eine oder das andere Verhalten zeigen. Wenn wir sie durch Installieren eines
WW-Detektors dazu zwingen, ihre Teilchennatur zu manifestieren, dann benehmen sie sich auch
wie Teilchen: Sie interferieren nicht. Wenn wir dagegen in der Schirmebene keine Information
erlangen konnen, dafl es sich um Teilchen handelt, dann benehmen sie sich dort wie Wellen,
deren Interferenz in der Registrierebene die rdumliche Auftreffwahrscheinlichkeit moduliert. Der
Detektor in der Registrierebene zwingt die Elektronen wieder in ihr Teilchenbild und registriert
ganze Elektronen.

Die Interferenz kann quantitativ nur wiedergegeben werden, wenn man eine mathematische
Beschreibung analog der Behandlung klassischer Wellen wéhlt, also in Anlehnung an GI.1.8-
Gl 1.12.

Man postuliert somit: Fiir jedes Ereignis gibt es eine diesem Ereignis zugeordnete komplexe



Abbildung 1.5: Teilchendichten bei der Transmission von Elektronen durch einen Doppelspalt.
n1(z) bei Transmission durch Spalt 1. na(x) bei Transmission durch Spalt 2. nq3(z) bei Transmis-
sion durch beide Spalte und vollstandiger WW-Information. nf,(z) bei Transmission durch beide
Spalte und fehlender WW-Information

Zahl (Wahrscheinlichkeitsamplitude = WA oder Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude = WDA).
Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrscheinlichkeitsdichte), mit der das Ereignis eintritt, erhdlt man
als Quadrat des Absolutbetrags der WA (oder WDA). Wenn ein Ereignis iber mehrere, fiir unsere
normalen Vorstellungen einander logisch ausschlieBende Wege abgelaufen sein kann, ohne dafl wir
eine WW-Information registriert haben, dann ist die WA (oder WDA) fir dieses Ereignis die
Superposition der WA (oder WDA), welche den einzelnen Wegen zugeordnet sind.

Ist ¢1(x) die WDA dafiir, daf ein Elektron aus der Quelle Q durch Spalt 1 an die Stelle
gelangt, und ist ¥9(x) die WDA, dafl ein Elektron aus @) tiber Spalt 2 an die Stelle  gelangt, so wird
das Ereignis, daf ein Elektron aus Q durch einen der beiden Spalte (ohne daff ein WW-Detektor
installiert wurde) nach z gelangte, durch die WDA (siehe aber [56])

Y12(x) = P1(x) + P2(z) (1.17)

beschrieben, die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten sind somit

wi(z) = |41 (2))?
wa () = o (x)[?
wia(z) = [Yr2(2)]? = Y1 (2) + o (2)[?
= w1 () + wa(x) + 21/ w1 (x)ws () cos[di (z) — b2(w)].

Die Gleichungen sind analog zu Gl.1.11, G1.1.12. Die WA (oder WDA) hat keine unmittelba-
re physikalische Bedeutung, ihre Zusammensetzung hat aber Einflufl auf die berechneten (und
registrierbaren) Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten eines Ereignisses. Welchen Gleichungen
gentigen die WA (oder WDA)? Wie dndern sie sich als Funktion des Ortes und der Zeit in der
Dynamik von Systemen? Diese Fragen werden spéter zu beantworten sein.

Interferenzexperimente der hier beschriebenen Art sind sowohl mit einzelnen Photonen [12] als
auch mit einzelnen Elektronen [26][51] durchgefithrt worden. Es ist zu beachten, dafi das Vektor-
potential A und das Skalarpotential ¢ die Phase der Wahrscheinlichkeitsamplituden beeinflussen
[1][33][26][51] und damit den Ausgang von Interferenzexperimenten bestimmen: A und ¢ haben
somit eine unmittelbare physikalische Bedeutung (und sind nicht, wie in Texten der klassischen
Elektrodynamik noch heute vielfach behauptet wird, blof3 Hilfsmittel zur Berechnung der elektro-
magnetischen Felder).

(1.18)



Gibt es {iberhaupt klassische Wellen und Teilchen? Warum gibt es keine Kieselsteininterferen-
zen oder Quanten der Wasserwellen?

Natiirlich unterliegen auch Kieselsteine und Wasserwellen den Gesetzen der Quantentheorie.
Nach Abschn. 1.1 ist die Materiewellenlénge eines Teilchens umgekehrt proportional zu seinem
Impuls. Fiir ein Elektron, welches die Potentialdifferenz von 1V durchlaufen hat, berechnet man
eine Materiewellenlinge A = h/(mwv) = 12 A. Die Materiewellenlinge selbst langsam fliegender
Kieselsteine ist viele Zehnerpotenzen kleiner. Eine rdumliche Modulation der Kieselsteindichte
(siehe niy(z) in Abb.1.5) erfolgt mit so kurzer Periode, dafl jeder Kieselsteindetektor tiber viele
Perioden mittelt und im Effekt den Verlauf von nia(z) registriert: Kieselsteininterferenzen sind
unmeBbar. Ahnlich sind bei Wasserwellen die Energiequanten so klein, da8 eine Kérnigkeit der
Intensitéat I(x) nicht registrierbar ist.

1.3 Die Unscharferelation

Es konnte sein, dal der WW-Detektor von Abb.1.4 das System zu stark stort. Wiirde durch
die Beleuchtung die relative Phase ¢ zwischen den WDA 4 (z), 12(x) von Elektron zu Elektron
statistisch gedndert (Gleichverteilung im Intervall 0 < ¢ < 27), so miifite man Gl. 1.17 ersetzen
durch

VY1a(x) = V1 (x) + o(z)e’?, w(p) = L in 0<¢<2m (1.19)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten wiirde resultieren (Querstriche bedeuten eine Mittelung iiber die
Zufallsgrofie o)

(1.20)

Es ergébe sich dementsprechend keine Interferenz. Ideal wére es, wenn die WW-Entscheidung
getroffen werden konnte, ohne die Elektronen auf ihrem Weg von der Quelle in die Registrierebene
durch zuséatzliche Einrichtungen storen zu miissen.

Dazu folgendes Gedankenexperiment: In der Anordnung von Abb. 1.6 werde der auf reibungs-
losen Rollen in z-Richtung verschiebliche Schirm S mit dem Doppelspalt symmetrisch zur Verbin-
dungslinie zwischen Quelle und der Stelle z = 0 in der Registrierebene R eingestellt, und zwar so,
daB er sich in Ruhe befindet. Ein Elektron mit dem Impuls p, welches auf dem Weg durch Spalt
1 (durch Spalt 2) an die Stelle x = 0 gelangt, iibertrigt (Impulserhaltung zwischen Schirm und
Elektron!) auf den Schirm den Impuls

ps = £ 2psina. (1.21)

LaBt man das Experiment in volliger Dunkelheit (keine Stérung des Elektrons durch Licht!) ab-
laufen, und schaltet das Licht erst wieder ein, wenn das Elektron bereits im Detektor in der
Registrierebene gelandet ist, so sieht man aus der Bewegung des Schirms, durch welchen Spalt
das Elektron geflogen ist: Bewegt sich der Schirm nach oben, ging es durch Spalt 1; bewegt sich
der Schirm nach unten, ging es durch Spalt 2. Diese Entscheidung aufgrund der Bewegungsrich-
tung des Schirms ist allerdings nur dann moglich, wenn der Schirm zu Beginn des Experiments
einen Impuls in z-Richtung hatte, dessen Betrag kleiner ist als pg von GIl.1.21. Man mufl den
Schirm daher zu Beginn jedes Elektronenstarts so justiert haben, daf fiir den Betrag Apg des
Schirm-Impulses gilt

Aps < 2psina. (1.22)
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Abbildung 1.6: Registrierung der Elektroneninterferenz bei x = 0. S ist der auf reibungslosen
Rollen verschiebliche Schirm mit dem Doppelspalt, Q ist die Elektronenquelle

Aber auch die Lage des Schirms muf} genau kontrolliert werden. Bei symmetrischer Einstellung des
Doppelspalts zur Position z = 0 entsteht an dieser Stelle durch die Interferenz der Materiewellen
ein Maximum der Auftreffwahrscheinlichkeit (siehe auch Abb. 1.5). Das néchste Interferenzmaxi-
mum (siehe Abb. 1.6, in der Ndhe von x = 0 sind die Materiewellen als ebene Wellen vorausgesetzt)
ware im Abstand

A h

2sina 2psina’

dy

da A=" (1.23)
P

Dabei ist A die Materiewellenldnge, welche umgekehrt proportional zum Impuls p des Elektrons
ist. Der Proportionalititsfaktor h = 6,6260755 - 10~3* Ws? ist das Plancksche Wirkungsquantum.
Um von Versuch zu Versuch das Interferenzmaximum an der Stelle z = 0 entstehen zu lassen, mufl
gefordert werden, dafl die Abweichung Azg des Schirms von der symmetrischen Einstellung sehr
klein ist im Vergleich zu dj; von GI. 1.23:

h
2psina’

Azg < dy = (1.24)
Kombiniert man GI. 1.22 und GI. 1.24, so ergibt sich eine Forderung fiir die Impulsunsicherheit Apg
und die Lageunsicherheit Axg des Schirms, die man vor Beginn jedes Elektroneniibergangs von Q
nach z = 0 zu erfiillen hat, wenn man sowohl die WW-Information als auch die Interferenzfigur
erhalten mochte:

AzgAps < h. (1.25)

Beim tatsédchlichen Versuch stellt sich heraus, dafl die Forderung von GI. 1.25 nicht zu erfiillen ist.
Es gelingt zwar, eine Einstellung Axg < dps zu erreichen (hohe Préizision bei der Positionierung
des Schirms), und dementsprechend erscheint auch nach vielen Versuchen eine Teilchendichte wie
ny(z) von Abb. 1.5. Beim Anschalten des Lichtes nach Eintreffen des Elektrons im Detektor stellt
sich aber in allen diesen Féllen heraus, daf sich der Schirm so schnell nach oben oder nach unten
bewegt, dafl offenbar Apg > 2psin a war und somit keine WW-Information vorliegt. Alternativ
kann man auch den Impuls des Schirms sehr prézis auf Apgs < 2psin« einstellen: Allerdings
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stellt sich dann heraus, daf} es irgendwie nicht gelungen ist, den Schirm genau zu positionieren;
mit den von Versuch zu Versuch anders positionierten Interferenzmaxima ergibt sich nach vielen
Versuchen eine glatte Kurve fiir die Teilchenh&ufigkeit (siehe n12(2) in Abb. 1.5). Damit liegt zwar
die WW-Information vor, aber es kann keine Interferenz beobachtet werden.

1.3.1 Unscharferelation. Komplementaritit

Es zeigt sich, daf} es Paare von physikalischen Gréflen gibt, die nicht gleichzeitig auf einen bestimm-
ten Wert eingestellt werden kdnnen. Solche Paare sind z. B. die z-Koordinate und der Impuls p,
in z-Richtung. Mit einer geeigneten Definition der Unsicherheiten Az, Ap, (siehe Abschn.A.1)
gilt

h h
AzAp, > 5 h= 9 = 1,05457267 - 1073 Ws?. (1.26)
Y8

Gl.1.26 wird als Unschérferelation oder Unbestimmtheitsrelation bezeichnet. Sie verhindert, dafl
man gleichzeitig tiber den Teilchenaspekt (Az — 0, genaue Lokalisierung eines Systems) und tiber
den Wellenaspekt (AN = A(h/p) — 0, d.h. Ap — 0, genaue Kenntnis der Materiewellenlénge)
prézis informiert sein kann.

Eine Folge davon ist, daf§ physikalisch beobachtbare Grofen (sogenannte Observable) in der
Quantentheorie nicht mehr als Produkt einer Mafizahl mit einer Einheit beschrieben werden koén-
nen. Fir die z-Komponente L, eines Bahndrehimpulses gilt z. B.

L, =xpy — ypa. (1.27)

Wegen der Unschérferelation kénnen die Observablenpaare z, p, und y, p, nie gleichzeitig pré-
zisiert werden. Dadurch wiirde es unmoglich, die z-Komponente L, des Drehimpulses auf einen
exakten Wert einzustellen! Wenn aber Messen tiberhaupt einen Sinn haben kann, mufl es immer
moglich sein, eine einzige beliebige Observable auf einen genauen Wert zu fixieren. Auflerdem
gibt es Observable, die nur ganz bestimmte diskrete Werte annehmen kénnen (man bezeichnet
dies als diskretes MeBwertspektrum). Eine Beschreibung von Observablen in der Quantentheo-
rie muf} in der Lage sein, sowohl vertrégliche Messungen (d.h. die Observablen sind gleichzeitig
prézis einstellbar, sie unterliegen keiner Unschérferelation) als auch nichtvertrégliche Messungen
(die Observablen unterliegen einer Unschéarferelation) darzustellen, und fiir diese Observablen au-
Berdem das richtige MeBwertspektrum liefern (z. B. die Energiewerte, die ein Elektron in einem
Wasserstoffatom annehmen kann).

Die sogenannte Komplementaritét (Teilchenbild und Wellenbild als entgegengesetzte Endpunk-
te auf unserer Kenntnisskala) ist hier anhand der Giiltigkeit der Unschérferelation erlautert wor-
den. In den letzten Jahren sind Apparaturen vorgeschlagen worden [43][44][46][45][12], mit denen
die Welcher-Weg-Information gewonnen werden kann, ohne dafl dabei eine Unschérferelation ver-
letzt wird: Trotzdem la8t sich in diesen Fillen die Interferenz nicht beobachten (dartiber mehr
in Abschn. 3.1). Die Komplementaritit scheint daher das fundamentale Prinzip zu sein. Bei der
Berechnung von Apparaturen, welche gleichzeitig WW-Detektion und Interferenz erméglichen sol-
len, stellt sich — wie in dem oben diskutierten Fall des verschieblichen Schirms — oft heraus, dafl
die Unschérferelation fiir das Mifllingen verantwortlich ist; in neuester Zeit jedoch scheint es so
zu sein, dal ohne Verletzung einer Unschérferelation durch nichtklassische Korrelationen in der
Meflapparatur die gleichzeitige Kenntnis iiber Teilchenaspekt und Wellenaspekt ausgeschlossen
ist.

1.3.2 Messung zu gleichen Zeiten und gleichzeitige Messungen

Der Titel driickt scheinbar zweimal dasselbe aus. Das ist nicht der Fall, wie im folgenden erldutert
wird.
Die Unschérferelation der Form GI. 1.26, also

h
AxAp, > > (Messung zu gleichen Zeiten), (1.28)
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gilt nicht (wie frither einfithrend unprézise behauptet wurde) fiir , gleichzeitige* Messungen von
x und p,, sondern fiir Messungen zu gleichen Zeiten. Wie das zu verstehen ist, erldutert der
Mefivorgang: Es versuche jemand, ein System in die Lage g mit dem Impuls p,o9 zu bringen.
Jedesmal, wenn er glaubt, das geschafft zu haben (das ist der Zeitpunkt ¢ = (), wird eine Messung
durchgefiihrt, und zwar entweder eine Messung von z oder eine Messung von p, (aber in keinem
Fall eine gleichzeitige Messung von = und p,).

Nach sehr vielen Messungen kann (als empirischer Grenzwert der relativen Haufigkeit) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte wg(x) fir die z-Messung und eine Wahrscheinlichkeitsdichte wpy(ps)
flr eine p,-Messung angegeben werden. Es ist zu beachten, daf3 von Einstellungsversuch zu Ein-
stellungsversuch des Systems auf die Werte xg, p,o die relative Prézision, mit der man die Werte
Zo, Pzo einzustellen versucht, nicht gedindert wird. Wenn der ,,System-Einsteller* (man nennt dies
auch, ein System in einem definierten Zustand préaparieren) keine systematischen Fehler bei der
Einstellung begeht, wird sich herausstellen, dafy die Werte xg, po wenigstens als Erwartungswert
eingehalten werden:

+oo “+o0
Zo :/(wa(l')dx =7, Pzxo :/pzwpz(pz)dpm = Dz,
- too too -0 (1.29)
/wm(x)d:c :/wpz(pm)dpz =1.

Beide Observable werden aber endliche Streungen aufweisen. Definiert man die Groflen Az, Ap,
durch

+oo
Az = oy, o2 :/(x — 20)?w, (v)dr = (x — 7)2,

oo (1.30)

pr = Opzx, 0'12)30 :/(p:v _sz)prm(pz)dpw = (pa: - 1?7)27

— 00

so gilt fiir die so gewonnenen Gréflen Az, Ap, die Unschérferelation GI.1.26. Abb. 1.7 zeigt ein
mogliches Ergebnis fiir so eine Mefireihe, bei der offenbar die Einstellung des Impulswertes p.o
préziser erfolgte als die Einstellung der Lagekoordinate zg. Wenn eine der Unsicherheiten ver-
schwindet, beispielsweise Ap, — 0, so zeigen die Wahrscheinlichkeitsdichten das Verhalten

. 1 Pz — Pz0 2
Wpa (pz) = lim exp _( 2 ) = 5(pm - pr)a
Opz—0 271_0,2 20’pm
\/ pxr

o 1 (x—x0)?] 1
wy(z) = lim N [ 202 | T Fo
/dx

Der Impuls ist genau bekannt, der Ort vollig unbekannt. Die Grenzwerte in GIl.1.31 sind als
verallgemeinerte Grenzwerte zu verstehen.

Wenn man nach jeder Préaparation des Systems auf die Werte xg, pyo zum Zeitpunkt ¢ = ¢
dagegen eine Kontrollmessung des Wertepaares x, p,. (gleichzeitige Messung von z, p,.!) vornimmt,
so erhélt man nach vielen Messungen eine Verbundwahrscheinlichkeitsdichte w(x, p;), aus der sich
analog Gl.1.30 Werte Az, Ap, definieren lassen. Es 1afit sich zeigen ([19, S.662-666] und darin
angegebene Literatur), dafi das Produkt der so gewonnenen Unschérfen doppelt so grof ist

(1.31)

AxAp, > h, (gleichzeitige Messungen). (1.32)

G1.1.32 ist fiir die Kommunikation im optischen Spektralbereich (Optische Nachrichtentechnik)
relevant, da dort die ,,Kornigkeit“ der elektromagnetischen Strahlung beim Empfang mit einem
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Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsdichten wy (), wps(ps) als Ergebnis von Messungen zu gleichen
Zeiten nach einer Praparation des Systems bei xq, pzo, wobei die Impulseinstellung préaziser erfolgte
als die Ortseinstellung

Photodetektor merklich ist: einer Wellenldnge von A = 1,24 um entspricht eine Photonenener-
gie von 1eV. Das Empfangsproblem besteht (sehr vereinfacht ausgedriickt) darin, einen Zeiger
nach Betrag und Phase zu messen, oder alternativ zwei orthogonale Komponenten des Zeigers zu
messen. Es stellt sich heraus, dafl diese Observablenpaare nicht vertréglich mebar sind, sondern
einer Unschérferelation Gl.1.32 unterliegen. Das Signal (der Zeiger) 148t sich daher prinzipiell
nicht exakt rekonstruieren. Der Endpunkt des Zeigers liegt irgendwo innerhalb eines Gebietes der
ungefihren Grofle h (was bei hohen Quantenzahlen und kleiner Quantenenergie hw im konven-
tionellen elektronischen System nicht auffillt): Dadurch werden die prinzipiell nicht vermeidbaren
minimalen Unsicherheiten beim Empfang elektromagnetischer Signale determiniert (sogenanntes
Quantenrauschen).

1.3.3 Beugung von Licht an einer Offnung

Die Unschérferelation kann oft dazu verwendet werden, die Gréoflenordnung eines Effektes abzu-
schitzen. In Abb. 1.8 trifft eine ebene Welle auf einen Schirm mit einem Spalt der Breite d. Im
Teilchenbild ist eine ebene Welle der Wellenléinge A ein Strom von Photonen, deren Impuls den
Betrag p = h/A besitzt. Die Richtung des Impulses zeigt in Richtung der Normale auf die Pha-
senfronten. Nach der Unschérferelation ist die Position der Photonen vollig unbestimmt, da der
Impuls exakt bekannt ist. Nach dem Spalt ist die Situation anders: Transmittierte Photonen miis-
sen durch den Spalt gekommen sein, ihre Lageunsicherheit Az in z-Richtung ist daher auf Az = d
begrenzt. Dem muf eine Unsicherheit des Photonenimpulses Ap, = psin« (sieche Abb. 1.8) ent-
sprechen. Setzt man anstelle der exakten Unschérferelation hier AxAp, ~ h an (es werden die
Ortsunsicherheit Az und die Impulsunsicherheit Ap, hier nicht exakt definiert), so erhélt man

hsi A
SR ok — sina~ a=-. (1.33)

AzAp, = d-
vap ) d

Die Beugung ist somit eine Folge der Unschérferelation: Der Spalt hat eine ,Ortsmessung® der
Photonen vorgenommen (vorher war deren Lage auf der Wellenfront unbekannt) und eine dement-
sprechende Impulsunsicherheit verursacht.
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Abbildung 1.8: Beugung einer ebenen Welle an einem Spalt der Breite d, Impuls der Photonen
p=nh/\

1.4 Forderungen an einen Formalismus

Aus den bisherigen qualitativen Betrachtungen ergeben sich einige Forderungen an einen Forma-
lismus, der Quantenphdnomene erfassen will:

Wabhrscheinlichkeitsamplituden: Fiir jedes Ereignis, welches einen Anfangszustand in einen
Endzustand iiberfithrt (fir jeden Endzustand, der in einem Anfangszustand als Moglichkeit
latent enthalten ist), ist eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (=WA) oder Wahrscheinlichkeits-
dichteamplitude (=WDA) zu definieren. Die WA (oder WDA) sind komplexe Zahlen. Defi-
niert man Wahrscheinlichkeiten (=W) oder Wahrscheinlichkeitsdichten (=WD) fiir das Ein-
treten des Ereignisses als W = |WA|?, WD= |[WDA|?, so ist damit die Erfassung von Inter-
ferenzen moglich: Kann némlich ein Ereignis E auf verschiedenen Wegen E; (i = 1,2,...,n)
eintreten, die einander paarweise logisch ausschlieffen, und ist keine Einrichtung vorhanden,
aus der eine ,Welcher-Weg-Information“ (WW-Information) ableitbar ist, so braucht man
nur die WA fiir das Eintreten des Ereignisses E als geeignete lineare Superposition der WA
der Teilereignisse E; ansetzen:

WA(E) = zn:WA(Ei), W(E) = [WA(E) % (1.34)

Messungen: Bei der Messung einer beobachtbaren physikalischen Grofie (einer Observablen)
wird ein reeller Meflwert gewonnen. Im allgemeinen 148t sich iiber das Meflergebnis vor der
Messung nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen. Sicher ist nur, dafl der MeBwert ir-
gendeiner aus der Gesamtheit der moglichen MeBwerte (dem Mefiwertspektrum) sein wird.
Das MeBwertspektrum kann eine endliche oder unendliche Anzahl diskreter Me3werte enthal-
ten und/oder Mefiwerte (nicht-abzéhlbar unendlich viele) aus einem Wertebereich enthalten
(sogenanntes diskretes und/oder kontinuierliches Spektrum).

Wenn ein MeBwert (z.B. der Mewert m;) gemessen wurde, dann muf sich bei einer Kon-
trollmessung derselben Observablen im Zeitabstand At — 0 (wenn Messen tiberhaupt einen
Sinn haben soll) mit absoluter Sicherheit derselbe Meflwert m; ergeben. Aufgrund der ersten
Messung hat man das System mit der Eigenschaft m; ,prapariert“, es ist in einen Zustand
gelangt, in dem es mit Sicherheit die Eigenschaft my besitzt. Die Kontrollmessung mufl im
Abstand At — 0 erfolgen, weil nur dann sichergestellt ist, dafl das System nicht zufolge
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duferer Einfliisse zwischen der ersten Messung und der Kontrollmessung seine Eigenschaften
gedndert hat.

Vertriagliche Messungen: Zwei Observable heiflen vertrédglich, wenn folgendes gilt: Mifit man
fiir die erste Observable den MefSwert my, fiir die zweite Observable den Meiwert n; (wobei
die Messungen gleichzeitig, oder aber in beliebiger Reihenfolge im Abstand At — 0 nach-
einander ausgefithrt werden konnen), dann erhéilt man bei Kontrollmessungen im Abstand
At — 0 (egal, ob sie fiir die beiden Observablen gleichzeitig oder in beliebiger Reihenfolge
nacheinander erfolgen) mit absoluter Gewiflheit wieder die Mewerte m1, ni. Das System
befindet sich in einem Zustand, in dem es sicher die Eigenschaften mq, nq besitzt (es wur-
de mit den Eigenschaften mq, ny ,prapariert”). Fiir vertragliche Observable existiert somit
keine Unschérferelation.

Nichtvertrigliche Messungen: Mifit man fiir eine Observable den Mefiwert m4, und im Ab-
stand At — 0 fiir eine zweite Observable den Mefiwert ny, so wird bei einer Kontrollmessung
im Abstand At — 0 fiir die erste Observable im allgemeinen ein Mefiwert my # m;j resul-
tieren (obwohl zufillig mit W < 1 auch my wieder auftreten konnte). Analoges gilt auch fiir
die Messung, wenn man die Reihenfolge der Observablen vertauscht. Das System befindet
sich nach der letzten Messung in einem Zustand, in dem nur der Me3wert der zuletzt gemes-
senen Observablen sicher ist (in unserem Beispiel fiir Mefiwerte in der Reihenfolge my, nq,
ms # mq nach der dritten Messung die Eigenschaft ms).

Mifit man die beiden Observablen gleichzeitig, so erhélt man ein Meflwertpaar mq, ni. Bei
einer Kontrollmessung einer der beiden Observablen erhélt man weder m; noch n; mit
absoluter Sicherheit. Bei einer gleichzeitigen Kontrollmessung der beiden Observablen erhélt
man im allgemeinen ein Mefwertpaar ms # mi, no # ny (obwohl zuféllig mit W < 1
auch das Mefwertpaar m, n; auftreten konnte). Nach einer gleichzeitigen Messung der
beiden nichtvertraglichen Observablen mit dem Ergebnis mi, n; kann also weder mj noch
n1 als eine sichere Eigenschaft des Systems angesehen werden. Fiir die Observablen gilt eine
Unschérferelation, wobei man wie in Abschn. 1.3 zwischen Messungen zu gleichen Zeiten und
gleichzeitigen Messungen zu unterscheiden hat.

Observable: Fiir Observable miissen geeignete mathematische Konstrukte gefunden werden, wel-
che die bei den Messungen diskutierten Moglichkeiten darzustellen gestatten (wie anhand
von Gl. 1.27 diskutiert wurde, ist die Darstellung einer physikalischen Gréfle als Produkt von
MafBzahl und Einheit ungeeignet).

Die Meflwerte miissen reell sein: Mit der Zusammenfassung mehrerer reeller Gréfien zu einer
Verbundgrofie (Beispiel: Zusammenfassung von Kophasalkomponente und Quadraturkom-
ponente zu einem komplexen Zeiger in der Elektrotechnik) mufl man vorsichtig sein, weil
diese Teilgroflen ja nicht unbedingt vertraglich mefibar sein miissen.

Die Observable mufl ihr Mefiwertspektrum irgendwie ,einkodiert* erhalten. Zu jedem Mef3-
wert mufl es einen zugehorigen Zustand geben, in dem dieser Wert der Observablen mit
Sicherheit gemessen werden kann.

Die mathematischen Konstrukte fiir Observable miissen die Moglichkeit bieten, daf§ man sie
fiir vertriaglich mefibar oder aber fur nicht vertraglich mefibar deklarieren kann (durch eine
geeignete Beziehung zwischen den mathematischen Konstrukten, welche diese Observablen
reprisentieren).

Systemdynamik: Wenn ein System sich zufolge duferer oder innerer Einfliisse zeitlich verdndert,
dann miissen sich offenbar die WA (WDA) und damit die W (WD) zeitlich &ndern. Es sind
geeignete Beziehungen zu finden, welche diese zeitlichen Anderungen erfassen. Angewendet
auf den Makrokosmos miissen diese Beziehungen zu identischen Aussagen fiihren wie die
Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik.
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Kapitel 2

Entwicklung des Bracket-
Formalismus

Die folgenden Entwicklungen benutzen den von Dirac eingefiihrten Bracket-Formalismus. Zur Ver-
tiefung seien die Biicher [17][34][35] genannt, spezielle Anwendungen in der Quantenelektronik und
Optischen Nachrichtentechnik enthilt [19] und die darin zitierte Literatur. Niitzliche Ubungsauf-
gaben sind in [18] durchgerechnet. Eine leicht verstiandliche Einfiihrung in den Formalismus und
spezielle Anwendungen bieten [15][16].

2.1 Zustande als Vektoren

Die WA (oder WDA) fiir ein Ereignis ist eine komplexe Zahl und wird nach Dirac durch eine
Klammer (englisch: bracket) mit der Schreibweise (e|a) bezeichnet. Das Symbol ,,a“ steht dafiir
symbolisch fiir alles, was iiber den Anfangszustand ausgesagt werden kann, das Symbol ,e“ fir
alles, was den Endzustand spezifiziert. Daraus folgt unmittelbar

=1, beliebig,
(ele) @ g (2.1)

(¢|) =0, fiir ein unmdgliches Ereignis.

Da W = |WA[?, WD = |WDA|?, bedeutet (¢|p) = 1 die Trivialitit, dal etwas ganz gewif
so ist, wie es eben ist (der Endzustand, spezifiziert durch das Symbol ,p“, ist in demselben
Anfangszustand, eben ,p“, mit der Wahrscheinlichkeit eins enthalten). Es kann sein, dafl ein
Endzustand ,,e“ aus einem Anfangszustand ,,a“ {iber einen Zwischenzustand ,,z* erreicht wird. Die
W, daBl ,a“ in ,e“ {ibergeht, w(e < a), ist gleich dem Produkt der W, daf ,,a* in ,z“ {ibergeht,
w(z + a), mit der W, daB ,,z in ,e“ resultiert, w(e < z), da sowohl der Ubergang a — z, als
auch der z — e erfolgen muf}. Man kann auch fiir die WA (oder WDA) das Produkt ansetzen:

(ela)=(e|z)(z]a),

(2.2)
wle < a) =|[(ela) > =w(e + 2)w(z < a) = |(e|z) | (z|a)|* = |(e]2) (z]a)]*.

Gibt es eine Reihe von Zwischenzustédnden ,i“ (i = 1,2,...), iiber die ein Anfangszustand ,,a“ in
einen Endzustand ,e“ {ibergehen kann, und kann nicht entschieden werden, iiber welchen Zwi-
schenzustand ,,i“ das Ereignis ablief (keine WW-Information), so gilt fiir die WA in Anwendung
der Superposition (= ,Entweder-Oder“) Gl.1.31 und der ,,Sowohl-AlsAuch“-Uberlegung GI. 2.2

(ela)=(el1) (1]a) +(el2) (2la) + .. y
=Y (eli)tila). (2
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Diese Schreibweise ist ein gutes Beispiel dafiir, dafl eine geeignet gewéhlte symbolische Darstellung
neue, suggestive Interpretationen zulafit. Teilt man eine Bracket (eine Klammer) in ihre beiden
Bestandteile, also (e|a)in {e| und |a ), bezeichnet (e| als Bra, |a ) als Ket, so 148t sich jeder Ket
als Symbol fiir einen Anfangszustand, jeder Bra als Symbol fiir einen Endzustand interpretieren,
und ihre Aneinanderreihung in der Reihenfolge Bra-Ket gibt eine komplexe Zahl (e|a), eine
Bracket, welche die WA (oder WDA) fiir das Ereignis ist (dafiir, dafl ein Ende ,,e“ in einem Anfang
»a' latent als Moglichkeit enthalten ist). Es muf aber zu jedem Ket | ) (einem Anfangszustand,
spezifiziert durch %) auch einen entsprechenden Bra (¢ | geben (dasselbe So-Sein, spezifiziert
durch %, aber nicht als Anfangszustand betrachtet, sondern als Endzustand eines Ereignisses).

Ket, Anfangszustand,
L‘ﬁ pet, Anfangsus }<¢|<p> Bracket (WA, WDA), (2.4)
(ple)=(Y|y) =

Da in Gl.2.3 der Bra (e| und der Ket |a) von der Summe unabhéngig sind, kann man auch
schreiben

(ela) = (e {ZIH(Z’I}IG% (2:5)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer muf offenbar die Rolle eines Einheitsoperators I spielen
(wenn Gl. 2.5 richtig sein soll), der auf Kets von links operiert (und sie nicht verdndert), auf Bras
dagegen von rechts operiert (und sie dabei nicht dndert). Es gilt (man beachte, dafi Gebilde der
Form | )(4 | keine Brackets, also keine komplexen Zahlen sind!)

Z li)(i| =1, (Vollstandigkeitsrelation), (2.6)

mit
Ila) =|a), {e| I=(e]. (2.7)

Die Bedeutung der Vollstéandigkeitsrelation wird weiter unten erldutert. Aus Gl. 2.5 folgt aber auch

a>=Z|i><i|a>, (el =) (eli)(il, (2.8)

J
und ferner — da jedem Ket ,,0“ ein mit demselben Symbol bezeichneter Bra entsprechen mufi —

{al = (alk) (K|, Zlm (mle). (2.9)

k

Gl1.2.8 und GIL. 2.9 haben eine interessante Interpretation: Jeder Ket (Anfangszustand) kann als
eine lineare Superposition elementarer Kets |4 ) aufgefafit werden, die mit komplexen Zahlen (i |a )
multipliziert werden. Die Zahlen (i|a) sind die WA, mit denen der Zustand |a ) zum Zustand
(7| fihrt. Somit ist jeder Zustandsket als Vektor in einem linearen Vektorraum interpretierbar,
der sich in Komponenten zerlegen 1a8t: Diese Komponenten werden durch einen vollstdndigen
(siehe Gl. 2.6) Satz von einander paarweise ausschlieBenden (das ist noch zu beweisen!) Zustédnden
|7 ) gebildet, die jeweils mit komplexen Zahlen zu multiplizieren sind (= Lénge der Komponenten
in Richtung von |7 ) ), welche gleich den WA sind, mit denen |¢ ) in |a ) enthalten ist. Analoge
Uberlegungen gelten fiir die Bras (Endzustéinde), die als Vektoren in einem linearen Bra-Raum
aufgefaft werden kénnen. Setzt man auf der linken Seite von Gl.2.3 den Bra (e| und den Ket
|a ) aus Gl.2.8 ein, so folgt wegen

(ela) ZZ (ila)=3"(e]i){ila) (2.10)

%
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die Orthogonalitdtsrelation
(71i) = dij, (Orthogonalitétsrelation). (2.11)

Jeder Ket (Bra) kann nach einem vollstandigen, Gl.2.6, und orthogonalen, Gl.2.11, Satz von
Zusténden entwickelt werden. ,Orthogonal® bedeutet, dafi die Zustdnde |i ) einander paarweise
ausschliefien, weil die WA der Form (4|5 ), ¢ # j verschwinden (es ist unmoglich, daf ein Elektron
durch Loch 1 gekommen ist, wenn es durch Loch 2 gekommen ist). Eine Frage ist noch zu kliren:
Besteht ein Zusammenhang zwischen der komplexen Zahl (i|a) und der komplexen Zahl (a|i)?
Wir verabreden folgende Kurzschrift:

(ila) = a;. (2.12)

Wenn (i|a) die WA ist, dafl der Endzustand (i| im Anfangszustand |a ) enthalten ist, ist
| (i|a)|? die entsprechende Wahrscheinlichkeit. Wenn man mit den (4| alle méglichen, einander
paarweise ausschliefenden Endzustinde erfafft hat, die vom Anfangszustand |a ) erreicht wer-
den konnen, dann ist trivialerweise die Wahrscheinlichkeit eins, daf irgendeiner der Endzusténde
erreicht wird: Die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist eins:

SoI{ila) P =3 tila) (i]a) = 1. (2.13)

3

Da aber fiir jeden Zustand nach G1.2.1 (¢ |¢) =1 gilt, erhdlt man mit (a| aus G1.2.9 und |a )
aus Gl. 2.8 unter Verwendung von GI.2.11

{ala)=1=3" (alk)(kl|i)(ila) =) (ali){ila)=) (ila)(ali). (2.14)

Vergleich von Gl. 2.13 mit Gl. 2.14 liefert die gesuchte Beziehung

allgemein: ()= (v]|p)". (2.15)

2.1.1 Beziehungen zur Vektorrechnung und Matrizenrechnung

Es soll die Bedeutung der Beziehungen zwischen Bras und Kets noch in Analogie zur Vektorrech-
nung diskutiert werden (der Einfachheit halber werden hier Vektoren gewéhlt, die nur 2 Kompo-
nenten haben). Bei Beschrankung auf zwei Moglichkeiten lauten Gl. 2.8 und Gl. 2.9
la) =[1)a1+(2)a, (a
le) =|1)er +1]2)eq, (e

(2.16)

Als Kurzschrift fiir G1.2.16 werde vereinbart, daffi man die Komponenten eines Kets in einer
Spaltenmatrix, die eines Bras in einer Zeilenmatrix arrangiert. Es gilt somit die Entsprechung

0= (). (el = @ia)
o=(2) el =ea

Ferner gilt fir die Basiskets und Basisbras (sie spielen die Rolle von Einheitsvektoren in Richtung
der Koordinatenachsen im Ket-Raum und im Bra-Raum)

n=(s). =a o

(1) =0 .

(2.17)

(2.18)

>

12)
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Da

(o) =@ erar=(2), (2.19)

1Bt sich die Beziehung zwischen den Matrizen von GI.2.19 wegen GIl.2.17 auf Bras und Kets
iibertragen: Bras und Kets sind zueinander adjungierte (hermitesch konjugierte) Gebilde:

{la)}' =(al, {tal}' =1a). (2.20)

Fiir Matrizenprodukte (Matrizen werden durch kalligraphische Groflbuchstaben bezeichnet) gilt
die Beziehung

(ABC...y2)t = Ztyt .. .CTBTAT. (2.21)

Mit GI.2.20 und GI. 2.21 ist somit die Beziehung Gl. 2.15 selbstverstédndlich: Da (¢ |¢ ) eine kom-
plexe Zahl ist, gilt

(Wle) = (¢le) = {1 Hle) DT ={le) (el Ty = (el¥), (2.22)

oder, in Matrizenschreibweise

{(wrw;‘) (g;) } = {(W;) (:ﬁ;) }T = (j;)T W13)" = (9505) (ﬁ;) (229
= p1Y1 + p31a.

Die Orthogonalitétsrelation Gl.2.11 stellt sich mit Gl.2.18 als die Orthogonalitit der Einheitsvek-
toren in Richtung der Koordinatenachsen in einem kartesischen Koordinatensystem heraus. Die
Zerlegung eines Kets (oder Bras) in Komponenten (siche Gl. 2.8, hier im Spezialfall Gl. 2.16) lautet
in Matrizenschreibweise

(2)-6)+ ()= G)e 0(2)= (e o(2)
B0 -GHEGIE e
(D) {66 NE

Damit ist auch die Bedeutung der Vollstandigkeitsrelation GI.2.6 klar:

I = [1)(1] +]2)(2],

=(oh) mai=(gp) me(y ).

Die Gebilde |7 ){i| spielen die Rolle von Projektionsoperatoren, sie ordnen einem Ket |a ) dessen
Projektion auf die |i )-Achse zu, ndmlich

{li)(il}a) =1i) (ila) = ]i) a;. (2.26)

Ein Vektor 148t sich erst dann in Komponenten zerlegen, wenn man iiber einen vollstdndigen,
orthogonalen Satz von Basisvektoren |7 ) verfligt, und somit alle Projektionsoperatoren |i )( |
auf die Basisachsen kennt. Nach GI.2.24 ist die Summe aller Projektoren der Einheitsoperator.

(2.25)
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2.1.2 Zustandsraum

Die Zustdnde (Anfangs- und Endzustdnde = Kets und Bras) lassen sich als Vektoren in linearen
Vektorrdaumen auffassen. Eine vollstdndige, orthogonale Basis in solchen Rdumen bildet einen voll-
stdndigen Satz von Zustédnden, die einander paarweise ausschliefen. Die Linge der Projektion eines
Zustandskets | ) auf die Basisachse |7 ) (gegeben durch die komplexe Zahl (i|p) = ¢;) ist die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit der dieser Basiszustand |i ) in dem Systemzustand |¢ ) ver-
treten ist. Damit 148t sich schon jetzt sagen, dafl die Dynamik in einem Quantensystem durch eine
Relativbewegung (Drehung) von Systemket | ) und Basisachsen beschrieben sein muf}, weil sich
dabei die Léngen der Projektionen auf die Basisachsen zeitlich &ndern. Weil aber die Wahrschein-
lichkeit, irgendeinen der moglichen Basiszustdnde anzutreffen, eins sein muf, hat der Systemket
| ) unverénderlich die Lénge eins (siche Gl.2.14)

(ele) ZI o) = Z lpa® = 1. (2.27)

Eine spéter zu kldrende Frage wird sein, wie man vollstdndige und orthogonale Systeme von
Basiszustédnden findet.

2.2 Dirac-Zustande

Ein System (z.B. ein Massenpunkt) sei in seiner Lage auf die z-Achse beschriankt, —oo < z <
oo. Das System sei im Zustand |¢ ). Eine Position im Intervall iAz < z < (i + 1)Az, (i =
0,4+1,+2,...), werde durch den Zustand |z; ) bezeichnet. Diese Zustdnde sind vollstindig und
orthogonal (wenn das System im Intervall ¢ liegt, kann es nicht im Intervall j # ¢ sein), es gibt
abzéhlbar unendlich viele Zustéinde |x; ), welche eine Vollstandigkeits- und eine Orthogonalitéts-
relation erfiillen:

S| =L (ai|a;) =6 (2.28)

i=—00

Jeder Systemzustand | ) kann bezliglich dieser Basis in Komponenten entwickelt werden,

o) =1Ilp) Z lzi ) (@ile). (2.29)

1=—00

Die komplexen Zahlen (z; |¢) sind die WA dafiir, das System bei einer Ortsmessung im Intervall
1Az <z < (i+1)Az anzutreffen. Will man die Prézision der Lokalisierung immer grofier machen,
sodaf} schliefflich alle Punkte in —oo < x < oo zugelassen sind, ergibt sich folgende Schwierigkeit:
Die Punkte in —oo < & < 0o sind nicht-abzihlbar unendlich viele. Man 16st das Problem folgen-
dermaflen (sehr vereinfacht ohne mathematische Strenge dargestellt): Man schreibt Gl.2.29 fir
immer feinere Unterteilung der z-Achse in der Form

i) (2] lo) Az, (2.30)

postuliert, dafl ein sinnvoller Grenzwert

|zi) _
dim A |2 ) (2.31)

existiert und bezeichnet den Ket |z ) als Dirac-Ket (man beachte, daf |«; ) und |z ) verschiedene
Dimension haben). Es wird — leider — tiblicherweise keine Schreibweise verwendet, die es erlauben
wiirde, ,normale“ Kets von Dirac-Kets zu unterscheiden. Wenn im Ket-Symbol | ) ein Zeichen
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steht, das in der Mathematik iiblicherweise fiir eine kontinuierliche Variable verwendet wird, also
z.B. x, dann ist der Ket |2 ) vermutlich ein Dirac-Ket. Damit erhélt Gl.2.30 die Form

“+o0 “+oo
o) = [la) (ale)de = [lz)de(ale). (232

Das Vorziehen der Gréfie dr im Integral bedeutet nicht, daf tiber die komplexen Zahlen (z|¢)
nicht integriert wird: Aus dieser Form lafit sich nun sofort ablesen (durch Vergleich der beiden
Seiten in Gl. 2.32), daf fiir Dirac-Kets eine Vollstdndigkeitsrelation der Form

+oo
/|a:>dx<a:| _1 (2.33)

gilt. Die komplexe Zahl (z|¢) ist fiir jeden Wert von = in —co < x < oo definiert (also eine
Funktion von x) und hat die Bedeutung einer WDA, das System bei einer Ortsmessung an der
Stelle x anzutreffen. In Anlehnung an die Bezeichnung von Gl. 2.12 verwendet man die Schreibweise

(i]le) =i WA, |i) normaler Ket, (2.34)
(z]e)=p(x) WDA, |z ) Dirac-Ket. '
Multipliziert man Gl. 2.32 von links mit dem Dirac-Bra (' | und verwendet die Bezeichnungsweise
von Gl.2.34, so folgt

+oo +oo
(2| p) = /<x’\x><x\¢>dw=w<x’> - /<x’\x>so<x>dx. (2.35)

Soll die Beziehung Gl. 2.35 richtig sein, so muf} sich das System von komplexen Zahlen (z'|z)
(eine Funktion von zwei Verdnderlichen mit —co < 2 < 00, —00 < 2’ < 00) so verhalten wie die
Dirac-Funktion 6(x — a’) = é(a’ — z). Kombiniert man diese Erkenntnis mit Gl.2.33, so erhélt
man fiir Dirac-Kets die Vollstdndigkeits- und Orthogonalitétsrelation in der Form

“+o0
/|z)dx<z| =1, (z]2') =d(x —a'). (2.36)

2.2.1 Realisierbare Zustinde als Superposition von Dirac-Kets

FEin Dirac-Ket kann kein realisierbarer Systemzustand sein, da Systemzustidnde die ,Lénge® eins
haben miissen: (¢ | ) = 1 bedeutet ja, dafi etwas eben mit der Wahrscheinlichkeit eins so ist, wie
es ist. Der Dirac-Ket |z ) kann daher kein Systemzustand sein, der die Bedeutung hat ,jich halte
mich exakt an der Stelle x auf*. Diese Bedeutung hat der Zustand

z+Axz/2
s o 1 N,
| Position z ) —Alirgo T / |2 ) da’, (Ket),
z—Ax/2
[t (27
1
(Position x| = lim / dx" (2" | = {|Position )}, (Bra).
Az—0 v/ Ax

z—Ax/2
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Daf} dieser Zustand auf eins normiert ist, weist man mit Hilfe von GI. 2.36 leicht nach:

w-i—Am/?

(Position z | Position z) = Ahm0 e // "2y da' dx"

T— T
z—Ax/2
z+Ax/2 (238)
1
lim —Ax =1.
AIHO Aac / da’ = Avs0 Ax o

z—Ax/2

2.2.2 Allgemeine Schreibweise fiir Basiskets

Ein vollstindiger und orthogonaler Satz von Basiskets (= Koordinatenachsen im Raum der Zu-
stédnde) kann sowohl normale (abzéhlbare) Kets als auch Dirac-Kets enthalten. Betrachtet man
z.B. die Zustdnde | E') eines Wasserstoffatoms, welche die Bedeutung haben ,jich habe exakt die
Energie E“, dann nimmt E bestimmte diskrete (abzéhlbare) Werte fiir gebundene Zusténde an
(E < 0), aber beliebige kontinuierliche Werte E > 0 jenseits der Ionisierungsgrenze. Es ist oft
nicht zweckméfig, von vornherein auf normale Kets und Dirac-Kets zu spezialisieren. Man vereint

Gl. 2.28 und Gl.2.36 in der Schreibweise

juwﬁu|=L (il4) = 6(i.5) = 6().3)

o) =Ilp) jmm\¢ jnMw

<wh4w1=jwwmmﬂzjwwwuu (2.39)

(¢Yle) gfyfw )dj (7 ]i) dip(i) g[w p(i)didj
—#wmwm

Zur Verdeutlichung sollen die Beziehungen von Gl.2.39 noch getrennt fiir den diskreten und den
kontinuierlichen Fall der Variablen i angeschrieben werden:

Sl =1 Jiyaitil =1

(i17) =8 (i) =36~ )

= Y li) (ile) = Ylide o) = [liditile) =[li)diet
(o1 = (01301 = 3w ] Wl = [wliydi) =[v il

(2.40)
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Fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude (1 |¢) folgt im diskreten Fall

©1

(¥]p) ZZ% (§1i) @i = sz%zwlwi ------ )| o |- (2.41)

Bras und Kets kénnen bei der Berechnung von WA siehe auch Gl. 2.22; Gl. 2.23, durch die Zeilen-
und Spaltenmatrizen ersetzt werden, deren Elemente die WA beziiglich der im Zustandsraum
gewédhlten Basis sind. In dem Fall, daf} als Basiskets Dirac-Kets verwendet werden, erhalt man fir
die Wahrscheinlichkeitsamplitude (4 |¢)

(V) //¢ )dj (j 1) dip(i) /w

i (2.42)

Ein Integral iiber das Produkt einer Funktion 1*(¢) mit einer Funktion () 148t sich somit ebenfalls
als Matrizenprodukt interpretieren: Die Funktionswerte 1* (i) werden als Zeilenmatrix mit einer
Zeile und kontinuierlichem Spaltenindex 4 (nicht-abzéhlbar unendlich viele Spalten) aufgefaft,
die Funktionswerte (i) als Spaltenmatrix mit einer Spalte und kontinuierlichem Zeilenindex ¢
(nicht-abzéahlbar unendlich viele Zeilen). Die Funktionswerte aus einem infinitesimalen Intervall
di werden multipliziert, 1* (7)o (i)di und tber alle Werte von ¢ aufsummiert.

2.3 Unitare Basistransformationen

Im Raum der Zustdnde werden zwei verschiedene Basissysteme betrachtet. Der Einfachheit halber
soll hier angenommen werden, daf} beide Basissysteme aus einer abzahlbaren Menge von Basiskets
(keine Dirac-Kets) bestehen, obwohl die folgenden Uberlegungen natiirlich auch fiir den Fall zu-
treffen, dafl eines oder beide Basissysteme von Dirac-Kets aufgespannt werden. Beide Basissysteme
sind vollstdndig und orthogonal:

Z|€><£| =1, (Llm) = 0pm, Basis 1
(2.43)
Z|)‘><)\| =1, (M) =0dxu, Basis 2.

Man konnte (als Beispiel) damit folgende Vorstellung verbinden: Ein Massenpunkt sei langs der
x-Achse (—o0o < x < 00) verschieblich. Die Zustidnde |¢) sollen die Bedeutung der Zusténde
|x; ) von Gl.2.28 fiir ¢ = ¢ besitzen (|z, ) bedeutet: Der Massenpunkt befindet sich im Intervall
Az <z < ({4 1)Az). Die Zahl (¢|¢) ist somit die WA dafiir, diesen durch den Zustandsket
| ) beschriebenen Massenpunkt in einem ganz bestimmten Intervall der xz-Achse anzutreffen.
Man koénnte sich auch dafiir interessieren, welchen Impuls p, der Massenpunkt in z-Richtung
besitzt (—oo < p, < 00). Die Zustédnde |A ) sollen bedeuten, dal der Impuls des Massenpunktes
im Intervall AAp < p, < (A + 1)A p liegt.
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Die relative Lage der Basiskets in den beiden Systemen (entsprechend den Richtungskosinussen
in der gewohnlichen Vektorrechnung) ist durch die komplexen Zahlen (\|¢) gegeben, die in einer
Matrix angeordnet werden kénnen:

Matrix 7T : Matrixelemente T = (L), (2.44)
Matrix 77 : Matrixelemente TZ\ =T, =(L|N). .
Aus GI.2.43 folgt
Ou = (ML) = D (A[£) (L) ZTAZTZW
¢ (2.45)
Som = (C|I|m) =" (L|X) (X|m) ZT&T,\m
A

Die Beziehung zwischen den beiden Basissystemen ist somit durch eine unitdre Matrix festgelegt
(in symbolischer Matrizenschreibweise 7, 77, und & fiir die Einheitsmatrix):

TT =TT =€. (2.46)

Ein beliebiger Zustandsket | ) 148t sich beziiglich der beiden Basissysteme entwickeln:

lo) =1I|p) ZM (L]p), Basis 1,
(2.47)
lo) =1I]¢) ZM (M),  Basis 2.

Die Bezeichnung (£|¢) = e, (A|@) = @2, siehe Gl 2.12, ist aber nicht eindeutig, da fir ¢ = 1,
A = 1 die Zahlen ¢; nicht ausdriicken kénnen, ob es sich um WA fiir die Lokalisierung oder fiir
die Impulsmessung handelt. Daher werden die WA durch ein Superskript unterschieden, welches
sich auf das verwendete Basissystem bezieht:

(L) = wgl), Basis 1,

) . (2.48)
(M) =9y Basis 2.

Die Transformation der WA zwischen den beiden Basissystemen erhélt man, indem man die erste
Beziehung in Gl. 2.47 mit dem Bra ( A| von links multipliziert, die zweite Beziehung von links mit
dem Bra (/| . Man erhélt

Ay =Y (A0 (tle)  — 0P =3 (A0 e,

¢ W £ © (2.49)
<€|w>:Z<€IA><AI¢> — ®p :ZUZIM% :
A A

Die Transformation zwischen den WA gp(l) @&2) erfolgt durch das System (\|¢) von komplexen

Zahlen, die fir jedes Wertepaar ¢, A definiert sind: Diese Zahlen sind die Komponenten der in
Gl. 2.44 definierten Matrizen. Somit lauten die Transformationsgleichungen GI. 2.49

0P = Z Thepy” Z T} 2. (2.50)

Die Transformation der WA zwischen zwei Basissystemen erfolgt somit durch eine unitire Matrix,
da 7~ = 7T. Die Matrix 7 enthilt die Information iiber die relative Lage der Basiskets in den
beiden Basissystemen (Analogie im dreidimensionalen kartesischen Raum: Die Drehmatrix, welche
das eine Dreibein der Basisvektoren in das andere Dreibein iiberfiihrt). Fiir den Fall, dafl beide
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Basissysteme aus Dirac-Kets (¢, A kontinuierliche Variable) bestehen, hat die , Transformations-
matrix“ Gl. 2.44 nicht-abzéhlbar unendlich viele Zeilen und Spalten; die Matrixelemente T, sind
eine Funktion T'(\, £) von zwei Variablen:

Matrix 7T : Matrixelemente T\ 0 =(\|2), (2.51)
Matrix 77 : Matrixelemente THEN) =T\ €) = (£|N\). .
Die Unitaritat dieser ,,Matrizen* ist sinngeméafl aus Gl. 2.45 abzulesen:
[ oo @mae=so - p)
(2.52)

/TT(& NT (A, m)d\ = §(¢ —m).
Fiir die WDA gelten in diesem Fall die aus Gl. 2.50 abzulesenden Transformationsbeziehungen

S (A) = / T\ 0D (0)de, () = / 710, )o@ (A)dA. (2.53)

Man beachte, dafi Gl.2.53 mit T'(\, ¢) = exp(2wiAl) die Fouriertransformation darstellt, wobei ¢
die Bedeutung der Frequenz, A die Bedeutung der Zeit besitzt.

2.4 Observable als Operatoren. Darstellungen

Ein linearer Operator L verdndert einen Ket |¢ ) im Ketraum durch eine Drehstreckung in einen
Ket |¢ ):

Lig) = 19). (2.54)

Adjungiert man Gl. 2.54 unter Beachtung der Regeln von Gl.2.21 und GI. 2.22, so folgt die korre-
spondierende Relation im Bra-Raum, die durch den adjungierten Operator LT vermittelt wird:

{LIe) Y =)} = (ol LT =(v]. (2.55)

Allgemein operieren lineare Operatoren auf Kets von links und resultieren in einem drehgestreckten
Ket, sie operieren auf Bras von rechts und resultieren in einem drehgestreckten Bra. Fithrt man
eine Basis

sfii)aitil =1, (i17) = 6. 5) (256)
ein, definiert Matrixelemente der Operatoren L, L beziiglich dieser Basis durch

(¢|L]j) = Li; (diskreter Fall), oder = L(¢,7) (kontinuierlicher Fall), (2.57)

GILYj) = (JIL|) = LI, = L}

30

so resultiert aus der abstrakten Beziehung GI. 2.54 fiir die gewéhlte Basis Gl. 2.56 eine Beziehung
zwischen den WA (oder WDA)

(ilLp) = (il)

GILI]) :§f<i|L\j>dj<j|so>
_J‘_ (2.58)
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Die Bezeichnung ,linearer Operator” stellt die Komponenten (i) des Kets |4 ) als Linearkombi-
nation der Komponenten ¢(j) des Kets |¢ ) dar. Definiert man einen dem abstrakten Operator L
entsprechenden Operator L, der die Eigenschaft besitzt, die Komponenten (i) aus den Kom-
ponenten (i) zu liefern, also

¥(i) = Lopp(i), (2.59)
so folgt durch Vergleich mit Gl. 2.58, daf} dieser Operator definiert ist durch
Lapi) = 3F L. 3)0()dj = (L o). (260)

J
Dazu ein einfaches Beispiel aus der Mathematik: Die Matrixelemente des Operators seien fiir eine
Basis aus Dirac-Kets durch

L(i.d) = 00— ) = = 50 ) (2.61)

gegeben. Aus GI. 2.60 folgt
= [ G0 = et =~ [ 8= el = ~ 5 ¢(0) = Lon(i) (2.62)
Kombiniert man Gl. 2.58 und Gl. 2.59 fiir eine Basis aus Dirac-Kets
0(0) = Lop(@) = [ La,)olw)dy (263)

so sieht man, daf eine Differentialgleichung (L,p, ©(z) bekannt, ¢(z) gesucht) dquivalent als
Integralgleichung formuliert werden kann (Matrixelemente L(x,y) bekannt, ¢(x) bekannt, ¢(y)
gesucht). Das dquivalente abstrakte Problem zeigt Gl.2.54: L, |1 ) sind gegeben, | ) ist gesucht.
Die Losung ist einfach: Man nimmt den zu L inversen Operator L™'. Die Losung lautet

o) =L7Yv). (2.64)

Ubliche lineare Differentialgleichungen, Integralgleichungen oder Integrodifferentialgleichungen be-
deuten somit: Es hat jemand einen abstrakten Vektor (einen Ket) drehgestreckt und gibt die Pro-
zedur und das Ergebnis bekannt. Gesucht ist der Ket | ), von dem man ausgegangen ist, und
dazu mufl man die Drehstreckung riickgédngig machen.

2.4.1 Das Eigenwertproblem hermitescher Operatoren
Ein Operator ist hermitesch (= selbstadjungiert), wenn gilt

L=1L" (2.65)
Fiir seine Matrixelemente gilt somit nach GI.2.57

Ly=L =1L} (2.66)

Die Matrix eines hermiteschen Operators enthélt in der Hauptdiagonale somit nur reelle Elemente.
Das Eigenwertproblem

Lty =4¢) (2.67)

fragt nach jenen Kets |£) (das sind die Eigenkets des Operator L), welche bei Anwendung von
L sich bis auf eine multiplikative Konstante ¢ (den zum Eigenket |£) gehorenden Eigenwert £)
reproduzieren. Bildet man in Gl.2.67 die Bracket mit dem Bra (£|, so folgt

_(4Lje)
(e1e)

g LT (ALt Lty _aLge)
1oy~ eyt ey T ey T

(2.68)
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Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Adjungiert man Gl. 2.67,

{LI6)}Y = (0| LT = (e] L={ee)}yr = (o] =e(e], (2.69)

so stellt sich heraus, da§ der Operator L Eigenbras (£| besitzt, die den Eigenkets | ) entsprechen
und zu denselben Eigenwerten gehoren. Fiir unitére Basistransformationen im Ket-Raum mit dem
Transformationsoperator 7'

ITT =T'T=1 (2.70)

folgt aus der Eigenwertgleichung

LI|¢)=LT'T|t) =1¢0),

{CLTHT|C) } =T e) . (2.71)

Aus GI. 2.71 liest man ab, dafl die auf die neue Basis transformierten Eigenkets, das sind die Kets
T|¢ ), Eigenkets des transformierten Operators

L'=TLT! (2.72)

sind, und daf} die Eigenwerte unveréndert bleiben (die reellen Eigenwerte hermitescher Operatoren
sind invariant gegen Basistransformationen). Schreibt man die Eigenwertgleichung Gl. 2.67 fiir zwei
verschiedene Eigenwerte an,

L) =),

(2.73)
L|£// > — E//‘El/ >7

bildet die Brackets mit den Eigenbras (¢’ |, (¢'| und adjungiert eine der beiden Gleichungen
unter Beriicksichtigung der Hermitezitdt des Operators und des Umstands, dafl die Eigenwerte
reell sind

<‘€//‘L|€/>:€/<€Il|gl>7

(2.74)
<€/|L|€//> :g//<€/|£1/> — <€//‘L|€/> :€//<£//|)€/>7
so folgt daraus die Beziehung
@ =0 "y =o. (2.75)

Die zu verschiedenen Eigenwerten gehorenden Eigenkets sind orthogonal (die WA oder WDA
(£'|€") ist null, die beiden Zustdnde schlieen einander aus). Hat man das Eigenwertproblem
eines hermiteschen Operators gelost und alle orthogonalen Eigenzustédnde gefunden, kénnen diese
als Basiskets im Ket-Raum (oder Bra-Raum) dienen, da sie ein vollstandiges und orthogonales
System bilden.

Lty =4¢),
stieyaece) =1 (210 =, (2.76)
V4

Man nennt die Basiskets, welche durch Losung des Eigenwertproblems des Operators L gefunden
wurden, die L-Darstellung. Mit jedem hermiteschen Operator 148t sich somit eine Darstellung ge-
winnen, und diese Darstellungen miissen durch unitire Transformationen ineinander {iberfithrbar
sein. Mit Hilfe von Gl.2.76 ergibt sich, dafl die Matrixelemente eines hermiteschen Operators be-
ziiglich der durch ihn begriindeten Darstellung die einer Diagonalmatrix sind, wobei die Elemente
in der Hauptdiagonale gerade die Eigenwerte des Operators darstellen:

Lo = (CIL|0"Y = 0" (00" = 0"8(¢,0") = 5, 0"). (2.77)
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Die abstrakte Eigenwertgleichung Gl.2.67 kann fiir eine Basis von Dirac-Kets unter Verwendung
von Gl. 2.58-Gl. 2.60 in die aus der Mathematik bekannte Differentialgleichung (oder Integralglei-
chung) fiir Eigenfunktionen umgewandelt werden. Die Eigenfunktion £(z) = (z |£) ist die WDA
dafiir, bei einem System im Zustand |¢ ) die Eigenschaft « zu messen:

Lit) =¢)

2.78
(z|L|€) =L({x|l) = Lopl(x) /(:E 2 )(z")dx' = (). (2.78)

2.4.2 Observable

Observable werden in der Quantentheorie durch hermitesche Operatoren reprisentiert. Fiir jede
klassische Grofle L wird ein hermitescher Operator L = L definiert, dessen reelle Eigenwerte
die Gesamtheit der moglichen Mefiwerte dieser Grofle darstellen (das MeBwertspektrum). Die
Eigenwerte konnen diskrete und/oder kontinuierliche Werte annehmen. Die Eigenwerte lassen sich
durch Diagonalisieren der Matrix des Operators finden, sieche GIl. 2.77. Sie sind unabhéngig davon,
welche Darstellung (welches Basissystem) zur Beschreibung des Systems gewéhlt wurde, weil sie
invariant gegen unitire Basistransformationen sind. Jeder Systemzustand | ) kann nach einer
beliebigen Darstellung Gl. 2.76 entwickelt werden,

o) = Ip) jw Ve (£]) gfw b o (0) (2.79)

p(¥) ist die WA (oder WDA) dafiir, bei einer Messung der physikalischen Grofle L (reprisentiert
durch den Operator L = QL) an einem System im Zustand |¢ ) den MeBwert £ zu erhalten. Aus
der Eigenwertgleichung Gl. 2.67 folgt ferner, daf§ fiir Operatorfunktionen f(L), die in eine Potenz-
reihe nach (positiven und negativen ganzzahligen) Potenzen von L entwickelt werden kénnen, die
Beziehung gilt (fiir beliebige Operatoren gilt L = I)

fe) =f01e). (2.80)

Fiir Operatorfunktionen f(L) gilt in ihrer eigenen Darstellung (der L-Darstellung) die sogenannte
Spektraldarstellung. Man gewinnt sie unter Beachtung von GI.2.76 aus GI. 2.80

J(L) = LD = g[g[ £y de e f(L) ) de (¢

%f%f\é YAefey (e yde (¢

¢ (2.81)

jjw Ve F()5(0, )de (|

4
=§L‘|E> () (1] .

¢
Anmerkung: Daraus folgt sofort, daf} fiir einen Operator, der einen Eigenwert ¢ = 0 besitzt, kein
inverser Operator existiert (f(L) = L', f(f) = £~ = 1/¢ — 1/0!). Ein Eigenwert £ = 0 be-
deutet nach Gl.2.76, dal der Operator den entsprechenden Eigenket |¢) zum Null-Ket macht,
also auf eine zu diesem Ket orthogonale Ebene (Hyperebene) projiziert. Wenn man das Ergeb-
nis einer Projektion und die Projektionsrichtung kennt, kann aber keine eindeutige Umkehrung
gefunden werden, weil die Komponente des urspriinglichen Vektors in Projektionsrichtung nicht
rekonstruierbar ist.

2.5 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Die physikalische Bedeutung der Eigenwerte von Observablen (hermiteschen Operatoren) wurde
in Abschn. 2.4 erlautert. Die Bedeutung der zugehorigen Eigenkets wird anhand der Bedeutung
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fiir Prognosen tber den Ausgang einer Messung klar. Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrschein-
lichkeitsdichte), fur ein im Zustand | ) befindliches System bei einer Messung der Observablen
L den Meflwert ¢ zu erhalten, ist wegen GIl.2.79

w(l) = |(L]e) . (2.82)

Im Fall eines diskreten Spektrums sind die Eigenkets nach GIl.2.76 auf die Lénge eins normier-
bar, sie sind infolgedessen mogliche Systemzusténde. Ist das System im Zustand |¢ ) = [£' ), so
resultiert fir w(f)

o . 1, falls £=1,
lp) =) Hw(é)(sw{oj falls £ 0" (2.83)

Befindet sich ein System in einem Eigenzustand einer Observablen L so lait sich fiir eine Mes-
sung der Observablen L prognostizieren, daff man mit Sicherheit den entsprechenden Eigenwert ¢
erhalten wird. Hat man andererseits bei einer Messung am System im Zustand |¢ ) # [£) das
MefBergebnis ¢ erhalten, so mufl sich bei einer Kontrollmessung im Abstand At — 0, siche Ab-
schn. 1.4, mit absoluter Sicherheit derselbe Mefiwert ¢ ergeben. Als Folge der Messung mit dem
Ergebnis £ hat sich der Systemzustand von |¢ ) auf den Zustand |¢) gedndert (das System wurde
mit der Eigenschaft ¢ ,prapariert“). Im Fall eines kontinuierlichen Spektrums sind die Eigenkets
Dirac-Kets, also keine realisierbaren Systemzusténde. Realisierbare Zustédnde haben die Form von
G1.2.37. Dafiir lautet die Prognose (eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

O+AL)2
_ 1 1\ g 1A fir - A2 <<+ AL)2,
\¢>—7A£ / |0 de —>w(€)—{ 0 somst. (2.84)
0—AL)2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat fiir A¢ — 0 den Charakter einer Diracfunktion §(¢ — ¢). Ist
¢ eine ZufallsgroBe, f(¢) eine Funktion dieser Zufallsgrofie und w(f) die W (oder WD) fiir das
Auftreten von ¢, so ist der Erwartungswert dieser Funktion durch

70 = g[ F(Ow(e)dr (2.85)
4

definiert. Der klassischen Funktion f(¢) entspricht in der Quantentheorie die entsprechende Ope-
ratorenfunktion f(L), fur w(¢) ist aus Gl.2.82 einzusetzen. Befindet sich ein System im Zustand
| ), so erhédlt man einen Mefiwert ¢ der Observablen L mit der Wahrscheinlichkeit w(¥). Bei
sehr vielen Messungen von L, die an Systemen im Zustand |¢ ) durchgefithrt werden, erhilt man
fiir die Funktion f(L) nach Gl.2.85, Gl.2.82 den Erwartungswert (er wird durch die in spitze
Klammern gesetzte Operatorenfunktion bezeichnet)

(HL) =3E 10110} Pae =3 10 (210) (] ) e
L

‘ (2.86)

~ (o] §f|€>f(€)d€<€l o) = (elf(L) o)
¢

Die letzte Form folgt mit der Spektraldarstellung Gl.2.81 der Operatorfunktion f(L). Da L = L,
{f(L)} = f(L) (nur reelle Funktionen f(¢) sind hier zugelassen) ist der Erwartungswert { f(L))
eine reelle Grofe.

2.6 Vertragliche Messungen. Kommutierende Observable

Es gebe zwei voneinander entkoppelte Welten. In ihnen existierende Gebilde werden durch den
Index ¢ = 1,2 unterschieden. In jeder Welt existieren Operatoren, Zusténde, Eigenwertprobleme
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und Darstellungen, welche eine Basis fiir die Zustédnde bilden, also Beziehungen der Art
Li|6;) =Lty — #Mi ydl (L] =1, (1) =66, ¢)

/ (2.87)

Aus Okonomiegriinden entschlieBt sich ein Beobachter, eine Schreibweise einzufiihren, welche die

Vorgénge in beiden Welten erfafit (das kann kein realer Beobachter sein, denn tiber ihn bestiinde

zweifellos eine Verkopplung der beiden Welten). Er definiert Kets und Bras |¢1, 92 ), {(@1,92],

in denen die Kets (Bras) von Welt 1 jeweils an erster Stelle, die von Welt 2 jeweils an zweiter

Stelle genannt werden. Damit 148t sich eine WA definieren, dafl sowohl in Welt 1 |¢1 ) in (41|
iibergeht, als auch in Welt 2 der Endzustand (12| im Anfangszustand | ¢y ) enthalten ist:

(1,02 [@1,02) = (b1 1) (2] w2) . (2.88)
Jeder Operator aus Welt 1 ist mit jedem Operator aus Welt 2 vertauschbar: Da die Operatoren

jeweils nur auf die Zustédnde operieren, die in ihrer Welt liegen, gilt ndmlich mit Gl.2.87
Lifo1,02) =|¥1,02)  —>  LoLy[pr,92) = Ly|vn, 02 ) = |¢¥1,¢2),
Lolgr,02) =|o1,02)  —  LiLsler,p2) = Lile1,v2 ) = [¥1,92), (2.89)
d.-h. (LyLy — LyLy)|p1, 2 ) = 0.

Das gilt fiir beliebige Kets |1, 2 ) und somit verschwindet der Operator
[Ly; Ly] = Ly Ly — LyL, =0. (2.90)

Die eckige Klammer bezeichnet den sogenannten Kommutator zweier Operatoren. Operatoren
aus Welt 1 sind mit solchen aus Welt 2 vertauschbar. Wenn zwei Operatoren kommutieren (ver-
tauschbar sind), dann haben sie auch simultane Eigenzustinde (d. h. es gibt Zusténde, die sowohl
Eigenzusténde des einen als auch des anderen Operators sind). Fur die als [£1, 2 ) bezeichneten
Zustande gilt

L[ty by ) =l1]l1,02),
Lylly, b ) =Llo] by, 62 ), (2.91)
(LyLy — Ly Ly )| 1,03 ) = (b1€y — Loly)|€1,€2 ) = 0.

Aus den simultanen Eigenkets kann eine Basis fiir beide Welten gebildet werden
SESfiont)dndta (bl =1 (6.616,65) = 56, £)3(65.5), (292
61 22

beztiglich derer beliebige Kets (welche Anteile in beiden Welten besitzen) sich entwickeln lassen:

o) =I¢) =§/f 02,62 ) dbrdly (4, 03] ) =§L‘ 02,02 ) dbrdly o0y, ). (2.93)
01,42 01,42

©(ly, o) ist die WA (oder WDA), bei einem System im Zustand | ) bei Messung von L; den
MeBwert ¢1, bei Messung von L, den MeBwert ¢5 zu erhalten. Somit ist die Wahrscheinlichkeit
(oder Wahrscheinlichkeitsdichte) dafiir

w(ly, ba) = | (€1, l2]0) |*.
Fiir ein diskretes Spektrum sind die Kets |£],¢5 ) mogliche Zusténde |¢ ) . Fiir sie resultiert

1, falls & =0, 6, =0},

w(ly, £2) = {0 sonst. (2.94)
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Befindet sich ein System in einem simultanen Eigenzustand der Observablen L, Lo, |¢ ) =
|¢1,¢2 ), so erhélt man mit Gewiflheit bei einer Messung von L;, L, (egal, in welcher Reihenfolge)
das MeBwertpaar £1, f2. Hat man andererseits bei einem System im Zustand |¢ ) die Observable
L, mit dem Ergebnis ¢; gemessen, und erhilt man bei einer im Abstand At — 0 durchgefiihrten
Messung von L, das Ergebnis ¢ (die Reihenfolge kénnte auch vertauscht werden), so befindet
sich das System nach der zweiten Messung im Zustand |¢1,¢3 ). Kontrollmessungen im Abstand
At — 0 liefern sicher die MeBwerte ¢1,f5. Sind zwei Observable vertriglich mebar (siehe auch
Abschn. 1.4), so werden sie in der Quantentheorie durch zwei hermitesche, kommutierende Ope-
ratoren dargestellt (sie haben simultane Eigenzustédnde zu reellen Eigenwerten).

Verschriankte Zustidnde und spukhafte Fernwirkung
Entwicklungen von Zusténden nach GI. 2.93 fiithren zu verbliiffenden Folgerungen. Ein Zustand sei

o) = —
MG

Zunichst bedeutet dies, dafl die beiden Welten vor ihrer Trennung einmal intim verkoppelt gewe-
sen sein miissen, sodafl dieser ,verschrankte Zustand“ (entangled state) erzeugt werden konnte.
Es bedeutet aber auch, dafi ein Meflergebnis ¢ in der Welt 2 augenblicklich festlegt, dafl bei einer
Messung in Welt 1 nur mehr der Mefiwert ¢] moglich ist (der Zustand |y, ¢ ) ist durch das Mef3-
ergebnis ¢}, bereits ausgeschlossen). Einstein [8] hat das als ,spukhafte Fernwirkung® bezeichnet
(weil die Raumpunkte, in denen die beiden Messungen durchgefiihrt werden, beliebig weit entfernt
sein konnen, aber dennoch das Meflergebnis £, in der Welt 2 augenblicklich festlegt, dafl in der
Welt 1 nur mehr das Meflergebnis ¢} moglich ist) und vermutet, dafl die Quantentheorie repa-
raturbediirftig ist (weil sie ndmlich gestattet, solche verschriankten Zustdnde anzuschreiben, aus
denen dann offenbar unsinnige Schlulfolgerungen gezogen werden miissen). Wie in Abschn. 3.1.2
und Abschn. B.8 ausfiihrlich gezeigt wird, lassen sich verschrankte Zusténde tatsdchlich erzeugen,
und die ,offenbar unsinnigen Folgerungen“ lassen sich im Experiment bestédtigen. Die Quanten-
theorie ist somit eine nichtlokale Theorie (sie widerspricht der Annahme des lokalen Realismus,
welche besagt, dafl eine Messung am Ort A verniinftigerweise nicht dariiber entscheiden kann, was
an einem anderen Ort B gemessen werden wird). Die Quantentheorie bedarf keiner Modifikation
(etwa durch die Annahme sogenannter ,verborgener Variabler®). Bell [4] hat gezeigt, daf keine
Theorie mit verborgenen Variablen moglich ist, welche zu denselben (richtigen) Prognosen fiihrt,
wie die Quantentheorie (Abschn.B.10, B.11). Zweifelsfreie endgiiltige experimentelle Ergebnisse
zur Bestétigung der theoretischen Voraussagen iiber das Verhalten verschrinkter Systeme werden
in [55] diskutiert.

(|01, 02 ) + 03,85 ) ).

2.6.1 Vollstindiger Satz kommutierender Observabler

Jeder Operator L kommutiert trivialerweise mit Funktionen f(L) (wie besprochen, sind nur sol-
che Funktionen zugelassen, die nach positiven und negativen ganzzahligen Potenzen inklusive der
Potenz Null von L entwickelt werden kénnen). Sucht man fiir ein System alle Observablen, die
paarweise vertraglich mefibar sind (damit sind auch alle vertrdglich mefibar) und repréasentiert sie
durch paarweise nichttrivial kommutierende, hermitesche Operatoren, so kénnen die simultanen
Figenkets dieses sogenannten vollstdndigen Satzes kommutierender Observabler als Basiskets fiir
eine Beschreibung der Systemzustinde dienen. Die Erweiterung von Gl.2.91-Gl.2.94 auf diesen
Fall ist offenkundig (daher werden die Beziehungen nicht mehr angeschrieben). Bildet ein einziger
Operator einen vollstdndigen Satz kommutierender Observabler, dann spricht man von einer ma-
ximalen Observablen, da durch eine einzige Messung der Systemzustand festliegt. In allen anderen
Fallen spricht man von entarteten Eigenwerten. Bilden die beiden Operatoren L,, L, einen voll-
sténdigen Satz kommutierender Observabler, und hat L; eine Anzahl n; von Eigenwerten ¢1, L,
eine Anzahl ny von Eigenwerten {5, so liegt durch eine Messung von L; mit dem Ergebnis ¢ der
Zustand noch nicht fest, da jeder der Zustande | 1,45 ) (ny mogliche Werte fiir £3) noch in Frage
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kommt: Man sagt, die Eigenwerte ¢; sind ns-fach entartet. Die Eigenwertspektren der Operato-
ren des vollstdndigen Satzes kommutierender Observabler werden durch die nichtverschwindenden
Kommutatoren mit den restlichen Observablen des Systems festgelegt (siehe spater Abschn. 3.2).
Bei der Quantisierung klassischer Systeme kann es sein, dafi nicht alle fiir die Quantentheorie
erforderlichen Observablen erfafit werden: Es gibt inhéirent quantenmechanische Observable (z. B.
den Elektronenspin), die in klassischen Experimenten nicht zu beobachtbaren Effekten fiihren. Fiir
die ,richtige“ Einfithrung solcher zusétzlicher Observabler, die zur zutreffenden Beschreibung von
Quantenphdnomenen geeignet sind, gibt es in der Regel Nobelpreise.

2.6.2 L,, fiir zwei oder mehr kommutierende Observable

Der in Anwendung auf WA (oder WDA) in Gl. 2.59 definierte Operator Lo, mufl auf den Fall
mehrerer kommutierender Observabler erweitert werden. Als Beispiel wird angenommen, daf} die
Observablen L, L, einen vollstindigen Satz kommutierender Observabler bilden. Der allgemeinste
Operator L kann sicher nicht in der Form des Produktes f(1)g(2) geschrieben werden, wobei im
Argument von f nur Operatoren aus Welt 1, im Argument von g nur Operatoren aus Welt 2
vorkommen. Dazu ein Beispiel

L=1LL,+ MM, +...# f(1)g(2) = g(2) f(1). (2.95)

Daher muf} die Definition von Matrixelementen eines Operators L beziiglich der Basis von Gl. 2.92
vorgenommen werden:

Ly, 05; 07, 05) = (€1, b5 L[ 67,45 ) - (2.96)
Fiir den Spezialfall L = MM, 148t sich GI. 2.96 mit den Rechenregeln von Gl. 2.88 und GI. 2.89

auf die friher in Gl. 2.57 definierten Matrixelemente zuriickfuhren. Mit
M |€//7€//> :|<,01,€”>,
! /1/ /2/ " ? M1M2|£/1/>5/2/> = |<P17<P2> (2-97)
M| 07,05 ) = [t ¢2 ),

folgt
L€y, 6; 01, 45) = (01, G| ML M [0, 05) = (41, 6 |1, 02) = (6 [91) (£ [ p2)
= (G1M, [67) (6] M, | £5) (2.98)
= My (63, 67) Ma (85, 43).

Damit lassen sich die Beziehungen Gl. 2.58-Gl. 2.60 erweitern:

Lig)=1¢),
<€1,52|L|80>:<51’€2|¢>:<517€2|Ll|%0>Zj (€1, 02| L | £}, 05 ) deydly (€1, 05 | @)
05,8
SCCHSES W CWAL AR (2.99)

e
Y(l,l) = Lopp(l1, £2),

%MAM=#M%&L®ML®%%=MMMW%
05,8,

Fiir den Fall von Dirac-Kets | £, £2 ) kann man, wie frither in Gl. 2.63, die abstrakte Drehstreckung
Llp) =9 ) als partielle Differentialgleichung oder als Integralgleichung schreiben:

Y(x,y) = Lopp(,y) = // L(z,y; 2’y )o@,y )da'dy'. (2.100)
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2.7 Nichtvertriagliche Messungen. Kommutatoren

Aufgrund der Diskussion in Abschn. 2.6 ist klar, daf fiir nichtvertriglich meflbare Observable
(siehe Abschn. 1.4) gefordert werden muf, daf sie keine simultanen Eigenzustédnde besitzen. Eine
notwendige und hinreichende Bedingung ist, dafl der Kommutator nicht verschwindet:

[L,M]=LM—-ML=jC. (2.101)

Wenn L, M hermitesch sind, ist auch C hermitesch. Definiert man (der Erwartungswert von
Funktionen von Observablen fiir einen Systemzustand |¢ ) wurde in Gl. 2.86 definiert)

(AL> =(L*)—(L)*,  (AM)*=(M*)—(M)>*, (2.102)

so gilt eine Unschéarferelation fiir Messungen zu gleichen Zeiten, siehe Abschn. 1.3, welche die Form
1
AL«AM2§|<Q>| (2.103)

besitzt. Die Ableitung ist in Abschn. A.1 angegeben. Eine klassische Observable L, welche das
Produkt zweier klassischer Observabler A, B ist, also L = AB, kann in der Quantentheorie nicht
durch den Operator L = A B ersetzt werden: Sind nimlich A = A", B = B hermitesche Opera-
toren, so ist L = A B nicht hermitesch, falls [A, B] # 0 gilt. In diesem Fall definiert man in der
Quantentheorie einen symmetrisierten Operator

L=(AB+BA) = [ABl.. (2104)

fiir den L = LT gilt. Der Ausdruck [A, B]+ wird als Antikommutator bezeichnet.

2.8 Operatorfunktionen. Projektoren. Spur des Operators

In diesem Abschnitt werden einige Sétze iiber Operatoren aufgefiithrt, die zu einer kompakteren
Schreibweise von Beziehungen in der Quantentheorie fithren.

2.8.1 Projektionsoperatoren

Ein Operator P, der einen Ket |¢ ) des Ket-Raums in einen niedrigerdimensionalen Teilraum
projiziert (Ergebnisket: |1 ) ), wird als Projektionsoperator (oder Projektor) bezeichnet. Da eine
nochmalige (oder mehrmalige) Anwendung von P den Ergebnis-Ket |1 ) nicht mehr verdndert,
ist jede positive Potenz von P gleich dem Operator P (er wird deshalb auch als idempotent
bezeichnet). Speziell gilt

P=pP*—PP-1)=0. (2.105)

In Anwendung von GI.2.80 148t sich zeigen: Erfiillt ein Operator eine algebraische Gleichung, so
erfiillen seine Eigenwerte dieselbe algebraische Gleichung. Die FEigenwerte von P lauten daher

pp—1)=0 —p=1, p=0. (2.106)

Zum Eigenwert p; = 1 gehoren alle Kets, die bereits zur Génze im Unterraum liegen (sie werden
bei der Projektion nicht gedndert), zum Eigenwert py = 0 gehoren alle Kets, die auf den Unterraum
orthogonal stehen (sie werden bei der Projektion in den Nullket verwandelt). Bilden beispielsweise
die Operatoren L, M einen vollstandigen Satz kommutierender Observabler mit n, verschiedenen
Eigenwerten ¢, n,, verschiedenen Eigenwerten m, so wird die Basis durch die Kets | ¢, m ) gebildet:
Der Ket-Raum ist von der Dimension nyn,,. Wird nun L mit dem Ergebnis ¢/ gemessen, so kann
der Zustandsket nur mehr im n,,-dimensionalen Unterraum liegen, der von den Kets |¢/,m )
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aufgespannt wird. Diese Projektion wird durch den Projektor auf den Eigenraum des Eigenwertes
¢ vermittelt. Fiir diskrete Spektren:

Pyrry = Z [m )l m]. (2.107)

Die Verallgemeinerung auf den Fall, da8 der vollstdndige Satz kommutierender Observabler aus
mehr als zwei Operatoren besteht, ist offenkundig.

2.8.2 Operatorfunktionen

Als Operatorfunktionen sind solche zugelassen, welche in eine Potenzreihe entwickelt werden kon-
nen. Fir sie gilt die Spektraldarstellung GI.2.81, die mit den Projektoren auf einen Eigenket

Pgy =1€)(¢] (2.108)

in der Form

#2) = 3E Py, (00t (2.109)
¢

geschrieben werden kann. Fur f(L) = I folgt daraus die Vollstandigkeitsrelation. Ist f(¢) keine
Funktion, die in eine Potenzreihe entwickelbar ist (eine symbolische Funktion s(¢), z. B. §(¢),

sgn(¢), H(¢) etc), so kann man wegen Gl. 2.109 verabreden, einen Ausdruck der Form

jﬂ\f y s()dl = (Definition, Abkiirzung) = s(L) (2.110)
¢

mit dem Symbol s(L) abzukiirzen. Die Ableitung einer Operatorfunktion nach einem Operator ist
wie folgt definiert
8L o 51~r>r(1) 9 '

(2.111)

Man beachte, dal die iiblichen Rechenregeln versagen, wenn man es mit nichtkommutierenden
Operatoren zu tun hat, also exp(A + B) # exp(A) exp(B), wenn [4, B] # 0.

2.8.3 Spur eines Operators

Als Spur eines Operators wird die Summe der Diagonalelemente seiner Matrix (in einer beliebi-
gen Darstellung) bezeichnet: Sie ist invariant gegen Basistransformationen und stellt somit fiir
Observable die Summe aller Eigenwerte dar (es gibt ja eine Darstellung, welche die Matrix zur
Diagonalmatrix macht).

Sp{M} = ng(z,z)de - #MIMI@ dv. (2.112)
4

L

Die Spur eines Produktes von Operatoren ist invariant gegen zyklische Vertauschungen,
Sp{ABC} =Sp{BCA} =Sp{C AB}. (2.113)

Damit 148t sich die Invarianz der Spur gegen Basistransformationen nachweisen (man ersetzt die
Operatoren durch transformierte Operatoren gemifl Gl.2.72). Speziell ist

smwwu:jwwwww:jwmﬂwwzwmw:ww» (2.114)
¢

1
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2.9 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte fiir reine
Zustande und Gemische

Jetzt konnen die in Abschn. 2.5 in GIl. 2.82 und GI. 2.86 dargelegten, experimentell tiberpriifbaren
Beziehungen fiir Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte so formuliert werden, dafl ihre Inva-
rianz gegen Basistransformationen manifest wird (physikalische Aussagen miissen von der zufillig
gewihlten mathematischen Beschreibung unabhéingig sein). Ein vollstdndiger Satz kommutieren-
der Observabler bestehe aus den Operatoren L, M, ..., Z. Das System sei im Zustand |¢ ). Eine
Basis bilden die simultanen Eigenkets |¢,m, ...,z ). Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
von L den Wert ¢ zu erhalten, ist (beachte Gl.2.107, Gl.2.114)

wl)={l,m,...2|o)|? (m, ...,z beliebig)
;f ;[wm Sydm...dz (m, .21 9) = (¢ Pongo| #) (2.115)

=Sp{P|, ) Prr}-

Fiir den Erwartungswert einer Observablenfunktion erhélt man analog (man beachte die Spekt-
raldarstellung Gl.2.109)

L) =3 fOut df—gf gfsowm 2) F(Odedm....dz (6,m, ... 2| )
4

= (elf(L) @) =Sp{By,, f(L)}-

Damit steht auch die Invarianz der Erwartungswerte gegen Basistransformationen fest.

(2.116)

2.9.1 Gemische

Es trifft oft zu, dafl — nicht aus inhdrent quantenmechanischen Griinden, sondern aus Griinden
der ,Faulheit“ oder wegen der Schwierigkeit der Messungen — der Zustandsket |¢ ) des Systems
nicht bekannt ist. Zur Auswahl sollen noch orthonormierte Kets |, ) zur Verfligung stehen, die
mit den Wahrscheinlichkeiten w,, tatsdchlich den Systemket ¢ darstellen. Man bezeichnet diese
Situation (im Gegensatz zum reinen Zustand) als Gemisch.

o) mit wa, Y wa=1,  (alPs)=ap. (2.117)
Es wird ein sogenannter statistischer Operator p definiert:

= [¢a)Wa(Pal - (2.118)

Die fiir das Gemisch relevanten Prognosen erhilt man, indem man w(¢) und { f(L) ) von Gl.2.115,
Gl.2.116 fiir einen Zustand | ¢, ) berechnet und dann mit den Wahrscheinlichkeiten w, gewichtet
(man beachte dabei Gl.2.118):
l) = ZwaSP{£| Ca ) BER(Z)} = SP{BBER(Z)}7
a (2.119)
L)) = waSp{Py,, ) f(L)} = Sp{p f(L)}

Der statistische Operator hat die Eigenschaft

Sp(p) =Y wa=1,  Sp(p®) =) wl <l (2.120)
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Wenn es sich um einen reinen Zustand handelt, ist p ein Projektor:

p=le)el =p*  Splp) =Sp(p’) = 1. (2.121)

2.9.2 Anmerkung zum statistischen Operator

Ein Gemisch kann auch simuliert werden, indem man die in Frage kommenden Zustinde |, )
mit statistisch gleichverteilten Phasen zu einem (normierten) Ket | ¢ ) superponiert, die Prognosen
nach GIl.2.115, Gl. 2.116 berechnet und anschliefend tiber die Phasen mittelt. Beispiel: Es seien
die Zustdnde |1 ), |¢2 ) je mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 vertreten. Statt den statistischen
Operator

BZ%(I%M%I +lea ) (@2l),  (erlp2) =0 (2.122)

zu definieren, kann man den Ket
lp) = 1|g0>+ L j‘s\go) ((5)—1 in 0<6<2m (2.123)
= —e , w(d) =— in , .
\/5 ! \/5 2 27

definieren. Verwendet man p aus GI.2.122 in Gl. 2.119, so erhilt man dieselben Ergebnisse, wenn
man |¢ ) von GIL.2.123 in Gl.2.115, Gl.2.116 einsetzt und anschliefend tiber die gleichverteilte
Zufallsvariable § mittelt.

2.10 Der Weg von der Ignoranz zum Zustandsket

Ein vollstdndiger Satz kommutierender Observabler bestehe aus den Operatoren L, M, ..., Z.
Die im Ket-Raum gewihlte Basis besteht aus den simultanen Eigenkets |¢,m,...,z ), sie ist
vollstédndig und orthogonal,

##...#M,m,...,z>d€dm...dz<€,m,...z| =1
7 (2.124)

(bm,....z|0,m' ....2" ) =6(£,0)5(m,m')...0(z,2").

Bei volliger Ignoranz iiber das System 148t sich nur sagen, dafl alle Zustdnde mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit vertreten sind. Die Anzahl der moglichen Zustédnde ist gerade Sp(l) — siehe Voll-
sténdigkeitsrelation! Damit ist p von GI.2.118

L

p= Sp (D) (vollige Ignoranz). (2.125)

Nach der ersten Messung, z. B. der Observablen L mit dem Ergebnis ¢, sind alle Kets moglich,
die im Eigenraum des Eigenwertes ¢’ liegen. Die Anzahl dieser Kets ist Sp (Pgr,)). Somit ist

b= Prre
- Sp(BER(Z’))

Mit jeder weiteren Messung reduziert sich die Anzahl der zur Konkurrenz zugelassenen Kets,

bis schliellich nach Messung aller kommutierenden Observablen (Registrierung aller vertraglich

mefibaren Quantenzahlen ¢/, m/, ..., 2') ein reiner Zustand vorliegt

(2.126)

p=10m .2 (0 m, . (2.127)

Ein weiterer interessierender Fall ist jener, dafl der Zustandsket | ¢ ) bekannt ist, bevor eine Mes-
sung durchgefiihrt wird. Wie dndert sich der Zustand, wenn die Observable L mit dem Ergebnis
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¢ gemessen wurde? Durch die Messung wurde offenbar der Ket |¢ ) in den Eigenraum des Ei-
genwertes ¢’ projiziert. Der Zustand |+ ) nach der Messung ist proportional zu dieser Projektion.
Der Proportionalitatsfaktor (er kann reell angesetzt werden, da eine absolute Phase bei einer WA
nicht observabel ist) muf so bestimmt werden, dafl (|1 ) =1 gilt. Somit ist nach der Messung

Perunle)  Perenle) Pgrenle)

¢ = = = .
o V@ IPEr@n|9) V(@ |Prreen] ¢) \/Sp{BWBER(e,)}

(2.128)

War vor der Messung der Observablen L mit dem Ergebnis ¢ nicht der Zustandsket |¢ ), sondern
der statistische Operator p des Systems bekannt, so folgt in Anwendung von GI. 2.128 auf G1.2.118

fiir den statistischen Operator p’ nach der Messung (beachte: P = P?)

5 = Leren 2B
- Sp {BBER(Z’)}

(2.129)

Ohne Beweis wird der statistische Operator fiir ein (durch eine Temperatur T beschriebenes)
System im thermischen Gleichgewicht angegeben:

_ exp(—pH) _ L
L= Sp(exp(BH))’ P

H ist der Hamiltonoperator (Energieoperator) des Systems. p von Gl. 2.130 maximiert die Entropie
unter der Bedingung, daf die mittlere Energie Sp (p H) gegeben ist [17, S.258].

(2.130)
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Kapitel 3

Einfache Systeme und
Systemdynamik

3.1 Nichtklassische Korrelationen von Ereignissen

Der in Kap. 2 entwickelte Formalismus soll im folgenden auf die Behandlung der in Abschn. 1.2 be-
schriebenen Interferenzexperimente sowie auf zwei weitere Experimente angewendet werden, deren
Ablauf verbliiffend ist, und deren Ausgang zu noch anhaltender Diskussion tiber die Interpretation
der Quantentheorie gefiihrt hat.

3.1.1 Interferenz am Doppelspalt

Fiir die Anordnung von Abb. 1.1 148t sich der Zustand |Q ) eines Elektrons, welches die Quelle
Q verlassen hat, nach drei Kets entwickeln: |1 ) sei der Zustand eines Elektrons, welches beide
Spalte verfehlt, |41 ), |¢2 ) sollen die Zustinde von Elektronen bezeichnen, welche den Schirm
durch Spalt 1 bzw. durch Spalt 2 passieren. Diese Zusténde sind vollstindig (zur Beschreibung
der Elektronen, welche die Quelle verlassen haben) und orthogonal:

Dol )il =L (¢ilvy) =065  (,5=0,1,2). (3.1)
1=0

Betrachtet man nur jene Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, so be-
schrankt man sich auf einen Unterraum, der durch die Kets |t ), |¢2 ) aufgespannt wird, und
dem der Projektor

P =" [4i )(wi| =I—1[vo ) (o] (3.2)

i=1

entspricht.
Da alle Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, irgendwo in —co < x <
oo in der Registrierebene landen, sind die Dirac-Kets |z ), welche Gl. 2.36 erfiillen, ndmlich

+oo
/\x)dm<x| =1, (z|2') =6(x—2a) (3.3)

vollstdndig zur Beschreibung der Verhéltnisse im Unterraum von Gl. 3.2, aber nicht vollstdndig
zur Beschreibung aller Elektronen, welche die Quelle verlassen haben: Es gilt ja (x|1g) = 0,

38



die WDA, daf§ ein Elektron, welches nicht durch einen Spalt lief, in der Registrierebene landet,
verschwindet. Es gilt

+oo +oo
|wi>:/\x>dm<x|wi>:/|x>dwi<w>, =12,
—o0 oo —00

(i) =1 :/|7,/1i(:z:)|2dx.

Hat ein Elektron den Spalt ¢ passiert (Zustand |v; ) ), so ist die Wahrscheinlichkeit eins, daf} es
irgendwo in —oco < o < oo landet (Integral iiber die [WDA|? = |1;(z)]?).

Ein Elektron, welches entweder durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 l4uft, ohne daf} eine Einrich-
tung installiert wurde, welche eine Messung ,auf welchem Weg* erlaubt, befindet sich in einem
Zustand der Superposition von |¢1 ), |¢2 ):

[P ) =clvr) +ealth2). (3.5)

Da auch [+ ) als realisierbarer Zustand normiert sein muf, (¢ [¢) = 1, folgt mit Gl.3.1 die
Bedingung

e + [eaf? = 1. (3.6)

Eine spezielle Wahl (die der symmetrischen Anordnung von Abb. 1.1 entspricht, in der die Elektro-
nen gleichwahrscheinlich durch die Spalte 1, 2 laufen und die Materiewellen gleiche Phase haben)
ware

1 1
V2 V2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle z ist in Anwendung von Gl.2.115

w(z) =Sp{P|y) P, } =Sp{lv) (¢|z) (x|} =[(2]¢)
=3l (@ [Y1) + (@[v2) P = 5llv1 (@) + [2(2)* + 2R 91 ()95 ().

Der Zustand | ) ist eine sogenannte kohirente Superposition der Zustéande |1 ), |¢9 ), das
heif}t, dafl die Wahrscheinlichkeitsamplituden c;, co mit definierten Betrdgen und Phasen auftre-
ten (das ist dann der Fall, wenn keine WW-Information vorliegt): In diesem Fall kommt es zur
Interferenz. Wie spéter in Abschn. C.6.2 gezeigt wird, kann die Interferenz auch als verschréank-
ter Zustand zwischen zwei oder mehreren Welten interpretiert werden (im vorliegenden Fall ei-
ne Pfadverschrankung von einem Ein-Photonen-Zustand und dem Vakuumzustand auf den bei-
den Wegen). Niichtern betrachtet sind Interferenz und Verschrinkung von Zustédnden (,,spukhafte
Fernwirkung“) gleichermafien ,,unverstindlich®.

In Abschn. 1.2 wurde erlautert, daf3 die Interferenz verschwindet, wenn WW-Information ver-
fligbar ist. Wie wére dieser Sachverhalt zu beschreiben? Wir wissen jetzt, dafl die Elektronen mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 1, mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 2 kom-
men. Aber dieses ,entweder-oder* unterscheidet sich vom oben besprochenen: Wir konnen zwar
nicht vorhersagen, durch welchen Spalt ein aus der Quelle startendes Elektron fliegen wird, aber
wir messen eindeutig, dal es durch Spalt 1 (oder Spalt 2) fliegt: Es sind also zwei Zustdnde
(|1 ) und |49 )) zur Auswahl vorhanden, von denen wir wissen, dafl sie tatsichlich auftreten,
aber jeweils mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2. Das entspricht der in Abschn. 2.9 besprochenen
Situation eines Gemischs. Unsere Kenntnis tiber das System 148t sich nicht durch einen Zustands-
ket der Form Gl. 3.7 erfassen (keine kohérente Superposition). Es trifft der statistische Operator
Gl 2.117, G1.2.118 zu:

Y ) = |1 ) + [2 ). (3.7)

(3.8)

2
1
p= i) g il (ildy) =6y, Gi=12. (3.9)
=1
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle z ist nun in Anwendung von GI.2.119

w(z) = Sp{pP|, y} = Sp{plz (x|} = (xlp|x) =
=3((z]vr) (1 |z) + (x|2) (P2 |x)) = 5[[Y1(2) ] + [¢2(2)]?].

Es tritt keine Interferenz auf.

(3.10)

3.1.2 Die spukhafte Fernwirkung
In Richtung ¢ (siehe auch Abb.3.1) linear polarisierte Photonen werden durch den Ket | )

A B

Abbildung 3.1: Photonenquelle Q, verdrehbare Analysatoren fiir linear polarisierte Zustdnde bei
A B

bezeichnet. Die WA dafiir, daf§ ein |11 ) -Photon einen in Richtung 95 eingestellten Analysator fiir
linear polarisiertes Licht passiert, ist (5 [ ):

<192|191> :COS(191 —192), |<792|191> ‘2 :COSZ(191 —192). (3.11)

Daraus resultiert fiir viele Photonen, dafl unter dem Winkel 1J; linear polarisiertes Licht einen
unter dem Winkel 95 eingestellten Analysator (er fragt nach dem Endzustand (3 |) mit einem
Leistungsanteil cos?(9; — 1J2) passiert. Es gilt somit

(99)=1, (9|9 +m/2) =0. (3.12)

Sendet eine Quelle Q (siehe Abb.3.1) in Richtung A ein Photon im Zustand |d4 ), in Richtung
B gleichzeitig ein Photon im Zustand |95 ), so soll diese Aussage fiir beide Photonen durch den
Ket |94,9p ) ausgedriickt werden (siehe Abschn. 2.6, Beschreibung von Welt 1 und Welt 2). Die
Photonen sollen von der Quelle in entgegengesetzte Richtungen entlassen werden, und zwar so,
daf} ihr Zustand folgendem Ket entspricht:

[%0) = 75 (10,0) +[7/2,7/2)), (o lto) =1,

- (3.13)
(04,95 10,05 ) = (94194 ) (0 |95 ) = cos (9.4 — 9y cos (0 — ).

Die WA, daf§ ein unter dem Winkel ¥4 bei A und ein unter dem Winkel ¥ bei B eingestellter
Analysator die Photonen im Zustand [t ) transmittieren, ist somit

(94,98 |Y0) = 2= ((94,950,0) + (94,95 |7/2,7/2))

e (3.14)
= % (cos 94 cos ¥p +sindasindp) = % cos (94 —UB).
Werden beide Analysatoren auf denselben Winkel ¥ eingestellt, 0 < 9 < 27, so gilt
(9.9 10} = [{0.9]40) P = 3 (3.15)
) 0/ — \/57 ) 0 - 27 .
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fir orthogonale Einstellung gilt
(9,9 £7/2 o) =0, | (9,9 £7/2|v0) |2 =0. (3.16)

Es stellt sich heraus, da} — unabhéngig von der (parallelen) Einstellung der Analysatoren —
entweder beide Photonen transmittiert werden, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit 1/2, oder
aber, dafl beide Photonen nicht transmittiert werden (ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit 1/2).
Nach Gl.3.16 ist es unmoglich, daf eines transmittiert wird, das andere dagegen nicht (weil die
Wahrscheinlichkeit null ist, dafl eine Transmission bei orthogonalen Analysatoren erfolgt; es kann
somit nicht passieren, daf sich ein Photon als z-polarisiert, eines als y-polarisiert erweist).

Es muf} somit aus einer Messung bei A (z.B. Transmission) augenblicklich der Schluf erlaubt
sein, dafl — falls man bei B einen Analysator aufstellen wiirde — sich ein Photon an der beliebig
weit entfernten Stelle B im selben Polarisationszustand befindet. Wére das Ergebnis der Messung
bei A, daBl keine Transmission erfolgt (auch das ist ja mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 moglich),
dann wére der augenblickliche Schluf}, dafl auch bei B keine Transmission erfolgen wiirde.

Einstein hat das (in einem anderen Gedankenexperiment) als ,spukhafte Fernwirkung® be-
zeichnet, da nicht einzusehen sei, wie eine bei A gemessene Eigenschaft die Eigenschaften in einem
anderen Raumbereich bei B bestimmen kann, ohne daf§ A mit B in Wechselwirkung steht (ohne
dafl gentigend Zeit vorhanden ist, ein Signal zwischen den beiden Stellen A, B laufen zu lassen).
Das Problem ist als Einstein-Podolsky-Rosen-Paradox bekannt [8][4][54], ein verwandtes Problem
ist das von ,Schrodingers Katze“ [42][22].

Das Experiment von Abb. 3.1 ist tatsichlich durchgefiihrt worden [47], und zwar auch fir den
Fall, dal die Analysatoren bei A, B erst eingestellt werden, nachdem beide Photonen die Quelle
Q verlassen haben (um ein etwaiges ,,Signal® von den Analysatoren an die Quelle der Photonen
auszuschlieffen). Der Ausgang des Experiments ist durch Gl.3.13-Gl. 3.16 richtig beschrieben, er
bedeutet nicht, dafl von A nach B eine Signaliibertragung mit Uberlichtgeschwindigkeit moglich ist
[32][23][31][5]. Die Ursache, da§ das Experiment so verlauft, wie es verlauft, liegt in der kohérenten
Superponierbarkeit von Zustdnden wie in Gl.3.13. Es 148t sich zeigen [32], dafl keine klassische
Information, die man den beiden Photonen bei Verlassen der Quelle Q mit auf den Weg gibt (etwa,
wie sie sich zu verhalten haben, wenn die Analysatoren bei A und B bestimmte Orientierungen
aufweisen) einen Ausgang des Experiments prognostizieren kann, der mit den Vorhersagen der
Quantentheorie tibereinstimmt und damit dem tatséchlichen Ausgang des Experiments gleicht.
Zustéande der Art von Gl.3.13 bezeichnet man als ,verschrinkte Zustidnde (entangled states)“.
Zweifelsfreie endgiiltige experimentelle Ergebnisse zur Bestétigung der theoretischen Voraussagen
iiber das Verhalten verschrankter Systeme werden in [55] diskutiert.

Das hat Folgerungen fiir die Interpretation des Zustandskets |¢ ): Die ,richtige“ Aussage ist,
dal |¢ ) die komplette Information enthélt, die iiber das System zu erlangen ist, und daf trotzdem
im allgemeinen der Ausgang eines Experiments ungewif} ist.

Ein anderer Standpunkt (siehe auch [2]) deutet | ) als Représentant nicht fiir ein einzelnes
System, sondern als Représentant fiir ein Ensemble von Systemen, die voneinander abweichen.
Diese Abweichungen werden durch ,verborgene Variable“ beschrieben, die wir nicht kennen. Die
Wahrscheinlichkeitsaussagen sind somit eine Folge unserer Ignoranz iiber diese verborgenen Va-
riablen. In [4] wurde aber gezeigt, dafl es keine lokale Theorie (lokal heifit: Eine Messung in A
ist unabhéingig von dem, was in B passiert) mit verborgenen Variablen geben kann, welche die
Vorhersagen der Quantentheorie dupliziert (wie bereits oben erwéhnt: man kann den Photonen
beim Start keine a-priori-Information dariiber mitgeben, wie sie sich in A, B zu verhalten haben).

Fiir das Verhalten von Photonen ist die Frage entscheidend, wann sie unterscheidbar (nicht
interferenzfihig) und wann sie nicht unterscheidbar (interferenzféhig) sind. Diese Frage wird z. B.
in [20, S.218] sowie in [27][30] diskutiert. Neuere Experimente zeigen [48], dafl eine Messung der
Eigenschaften elektromagnetischer Felder moglich ist, ohne dafl dabei Photonen vernichtet werden
(wie das in einem Photodetektor der Fall ist).

41



3.1.3 Experimente zur Frage der Komplementaritit

In Abschn. 1.3 wurde das Verhéltnis von Komplementaritit zur Unschérferelation bereits erwahnt.
Es gibt Vorschldge, wie man eine ,,Welcher-Weg-Information“ erhalten kann, ohne dabei durch eine
Unschérferelation eingeschrénkt zu sein (Literatur zu diesem Problem sind die Arbeiten [9] [10]
[11] [38] [43] [44] [46]; leicht lesbare Einfiihrungen findet man in [12] [40] [45]; [52] beschreibt ein
tatsichlich durchgefithrtes Experiment).

Das Prinzip ist in Abb. 3.2 dargestellt. Es soll zuerst der (erwartete) experimentelle Befund

T N
|V av4 2.2 /\\/IJ . - .
- .
T PhD
: EHHH?—HH!_)
_ -
My \
S S S SSSSSNSNANN

L/

Abbildung 3.2: Der Quantum-Eraser: A Atome; L Laserstrahl; M; und My Resonatoren fiir Mikro-
wellenphotonen; T entfernbare Trennwinde der Resonatoren; PhD Photodetektor fiir Mikrowel-
lenphotonen; S Schirm mit zwei Spalten 1,2. R Registrierebene zur Detektion von Interferenzen;
wy (x), w_(z) komplementire Wahrscheinlichkeitsdichten fiir das Auftreffen von Atomen am Ort
x, mit wy (z) + w_(x) = const; W Wellenfront der Materiewelle des Atomstrahls

erldutert werden, anschliefend wird eine stark vereinfachte mathematische Beschreibung versucht.

Ein Atomstrahl mit genau definiertem Impuls (eine Materiewelle, da die Lage der Atome A auf
der Wellenfront W vollig unbekannt ist) wird durch einen Laserstrahl L in einen hochangeregten,
langlebigen Zustand versetzt. Beim Durchlaufen von Mikrowellenresonatoren M, My kénnen die
Atome ein Mikrowellenphoton abgeben. Es 148t sich nachweisen (siehe die oben zitierte Literatur),
dafl dadurch der Impuls der Atome nicht wesentlich beeinfluft wird, es liegt somit auch beim
Durchlaufen des Doppelspalts noch eine ungestorte Materiewelle vor, die zur Interferenz in der
Registrierebene R fiihren miifite. Da sich aber feststellen 148t, ob im oberen oder unteren Resonator
ein Photon deponiert wurde (ohne die Welleneigenschaften der Atome zu stéren), verfiigt man iiber
WW-Information und Interferenz.

Tatséchlich ergibt sich keine Interferenz (obwohl keine Unschérferelation bemiiht werden muf).
Davon kann man sich leicht iiberzeugen. Die Zusténde

‘wi7n17n2>7 Z:1;2 (317)

bezeichnen Atome, die durch den Spalt 7 laufen, dafl im Resonator M; die Anzahl n; Photonen,
im Resonator My die Anzahl no Photonen vorhanden ist. Vor dem Versuch mit jedem Atom seien
beide Resonatoren leer (n; = ng = 0). Damit sind unter der zutreffenden Voraussetzung, daf§ ein
Atom beim Durchlaufen eines Resonators mit Sicherheit ein Mikrowellenphoton emittiert, folgende
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Zustande zugelassen:

|w17170>a ‘7/}23071>7

o (3.18)
(i, n1,n2 [, 01,05 ) = 0ij0n,n; Onyny-

Der Zustand der Atome ist eine lineare Superposition dieser beiden Zustidnde, wenn man nicht
schon vor dem Durchlaufen des Doppelspalts in einem der Resonatoren nachgesehen hat, ob ein
Photon abgegeben wurde:

I
V2

Ein Atom, welches an der Stelle x gelandet ist, kann daher entweder zum Endzustand (z,1,0|
oder (x,0,1| fithren. Diese Zustidnde spannen einen Raum auf, auf welchen der Projektor

P=1xz1,0) (x,1,0| +|z,0,1)(x,0,1| (3.20)

projiziert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle z ist somit in Anwendung
von Gl. 2.115 und unter Beachtung von Gl. 3.18-Gl. 3.20 (mit der Bezeichnung ¢;(z) = (x| ))

w(z) = Sp{P), ) P} = Sp{|v )(¢| P} = (¢|P[y)

(3.21)
= % H <x7170|¢17170> ‘2 + ‘ <.’IJ,0,1 |¢27071> ‘2] = % [|’(/)1({L‘)|2 + |¢2($)|2] .

Alle anderen Terme geben wegen der Orthogonalitit der beteiligten Zustédnde verschwindende
Wahrscheinlichkeitsamplituden. Wegen der bestehenden Korrelationen in der Meflapparatur (in
den Zustidnden |11,n1,n9 )) kann keine Interferenz beobachtet werden, obwohl beim Gewinnen
der WW-Information keine Stérung der Atome erfolgte. Komplementaritéit gilt auch dann, wenn
keine Unscharferelation relevant ist.

3.1.4 Der ,,quantum-eraser

Interessant ist folgende Frage: Was geschieht, wenn man — nachdem das Atom bereits an einer
Stelle x gelandet ist — die beiden Trennwénde T in Abb. 3.2 entfernt? Dabei werden die beiden
Resonatoren M, My verkoppelt, und das darin befindliche elektromagnetische Feld kann in sym-
metrische Felder (sie haben ein Maximum an der Stelle des Photodetektors, ein Photon wiirde
absorbiert werden) oder in antisymmetrische Felder eingeteilt werden (in diesem Fall wiirde das
Photon nicht absorbiert, das Feld besitzt an der Stelle des Detektors den Wert null). Unabhéngig
davon, ob nun das Photon absorbiert wird oder nicht: Mit dem Verkoppeln der beiden Resonato-
ren wurde die WW-Information ,ausradiert (daher die Bezeichnung quantum-eraser), weil sich
ja nicht mehr feststellen 148t, ob das Photon urspriinglich im Resonator M; oder im Resonator
M, abgelegt wurde. Damit miifite eigentlich (keine WW-Information!) die Interferenz beobachtbar
sein. Aber: Wie kann das geschehen, da doch die Atome bereits gelandet sind und in GI. 3.21
berechnet wurde, dafl keine Interferenz stattfindet?
Dieselbe Rechnung wird nochmals durchgefithrt. Bildet man die Linearkombinationen

1 11,0) =5 (+)+]-))
—(|1,0) £]0,1))=|+ ), d.h. V2 (3.22)
V2 0,1) = (+ )~ - )
1 (1) = 5 (I ) +19-)),
—=(¥1) £¥2)) =¥z ), dh V2 (3.23)
va e e ) = S5 (10s ) — - )),
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so erhélt man durch FEinsetzen in Gl.3.19 nach kurzer Rechnung fiir den Zustand der Atome,
welche durch den Doppelspalt laufen, den Ausdruck

1 1
V2 V2

Wenn das Atom an der Stelle x gelandet ist, werden die Trennwénde entfernt, und es wird festge-
stellt, ob der Photodetektor ein Photon absorbiert (in diesem Fall ist das Feld im symmetrischen
| + )-Zustand) oder aber, ob das Photon nicht absorbiert wird (in diesem Fall ist das Feld im
antisymmetrischen | — )-Zustand).

Wenn der | + )-Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra (z,+|
gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Pluszeichen markiert und
gehort zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

[¥) = == (1¥1,1,0) +[¢2,0,1)) = —= (¢4, +) +[¢-,—)). (3.24)

wi (@) = [ (2, + ) 2 = 3 (@4 [Ye, +) + (2,4 [V, =) P = g [ {0+ ¢4, +)
=5 l{z ) P =1 1(@|¢n) + (z]v2) > = 11 (@) + 2 () (3.25)
= 111 (@) + [a(2)]? + 2R 1 (2)95 ()]
Die mit dem Pluszeichen markierten Endlagen zeigen somit Interferenz, sieche Abb. 3.2.
Wenn der | — )-Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra (z,—|

gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Minuszeichen markiert und
gehort zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

w_(x) =

(z, =) P = sz, = [¢r, +) + (2, = Y-, =) P = 5[ (=, = [¢—, =) |?
= %|<$|1/’7> |2 :i (x]1) — (z|¥2) |2 = iWJl(CU) _1#2(@\2 (3.26)
= 3l (@) + [2(2) > — 2R ¢ ()95 ()]

Aus GL.3.21, G 3.25 und Gl 3.26 folgt

w(z) = %[I%(@\Q + [ (2)’] = wi () + w—(@). (3.27)

Die urspriinglich vorhandene WW-Information hat wegen der Komplementaritiat von Welle und
Teilchen zu der Wahrscheinlichkeitsdichte w(z) gefiihrt, welche keine Interferenz zeigt.

Daran kann natiirlich der Umstand nichts dndern, dafl man nachtréaglich (durch Verkopplung
der Resonatoren) die WW-Information vernichtet hat: Wenn man aber die im System gespeicherte
Information geschickt nutzt (ob ein | + )- oder | — )-Zustand des Feldes vorliegt), kann man die
auftreffenden Atome in zwei Klassen einteilen, die jede fiir sich Interferenz zeigen.

Ein mit Photonen durchgefithrtes Experiment [52] hat bestétigt, dafl sich ein quantum-eraser
tatséchlich realisieren 148t.

3.2 Ortsdarstellung und Impulsdarstellung

Als einfachstes Beispiel wird die Quantisierung eines ldngs der x-Achse verschieblichen Massen-
punktes betrachtet. Es sollen keine inhérent quantenmechanischen Observablen (z.B. Spin) bei
der Quantisierung hinzutreten.

Alle klassischen Groflen sind somit durch die Lage (z-Koordinate) und durch den Impuls in
x-Richtung (mit p bezeichnet) bestimmt und als f(x,p) darstellbar.

Bei der Quantisierung ersetzt man x, p durch hermitesche Operatoren, welche nicht vertausch-
bar sind (weil das Experiment zeigt, daf sie nicht vertriaglich mefibar sind). Man setzt

z=2z', p=p, [z, p] = jhl. (3.28)
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Nach GI.2.103 fithrt der Kommutator auf die (experimentell bestétigte) Unschérferelation fir
Messungen zu gleichen Zeiten

1
Am-ApZih.

Wie in Abschn. A.2 gezeigt wird, folgt aus dem Kommutator von GI. 3.28 fiir Funktionen f(z, p)

of (z,p) . of (z,p) .

[z, f(z,p)] = thB’ [f(z,p),pl =J oz (3.29)

Als vollsténdiger Satz kommutierender Observabler kann daher entweder x oder p gewéhlt werden.
Es soll hier der Operator z gewéahlt werden. Aus der Losung seines Eigenwertproblems

zlz) =z|x) (3.30)

resultiert eine vollstandige, orthogonale Basis (die z-Darstellung) zur Entwicklung beliebiger Sys-
temkets | ).

Das Eigenwertspektrum von z wird durch den Kommutator mit p festgelegt. Man definiert
zweckméBigerweise einen unitiren Operator (g ist ein reeller Parameter)

x
T(xo) = exp (;}f) ) IT' =7'T=1, (3.31)
fiir den in Anwendung von Gl. 3.29 gilt

2, T =2T -Tx=uxT. (3.32)

Wendet man T von links auf die Eigenwertgleichung GI. 3.30 an, so erhélt man unter Beachtung
von Gl. 3.32

Tzlr) = (@T - woD)|x) =aT|x)

(3.33)
d.h. z{T|z )} = (z + zo){T]z ) }.

Durch Vergleich mit Gl. 3.30 sieht man, dal T'|z ) proportional zum Eigenket |z 4+ zo ) sein muf,
der zum Eigenwert x + x¢ gehort. T wird daher als Translationsoperator bezeichnet. Da x reell
ist, ebenso g, kann jeder Punkt in —oco < x < oo erreicht werden: Die Eigenwerte von z sind
kontinuierlich in —oco < x < 0o, die Eigenkets sind Dirac-Kets. Es gilt

T(zo)|z) =|x+z), <m—|—x0|x+x0>:<x|ITI|x>=(x|x>. (3.34)

Die Basis in der xz-Darstellung ist somit
+oo
/|x>dx<az| I (z]a) =@ —a). (3.35)

Da spéter noch eine andere Basis verwendet werden soll, werden aus Griinden, die in Abschn. 2.3
besprochen wurden, die WDA in der xz-Darstellung mit

(z|p) =™ () (3.36)

bezeichnet. Jeder beliebige Systemket kann entwickelt werden
“+oo +oo
o) =1le) = [l )do (x10) = [ 2 )z o) 0). (337
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Alle Probleme konnen gelost werden, wenn bekannt ist, wie Operatorfunktionen f(z,p) auf einen
Ket |¢ ) wirken; wegen der Zerlegung Gl. 3.37 mufl daher die Wirkung auf einen Ket | x7> berechnet
werden.

Fiir Funktionen f(z) mit reellen Koeffizienten folgt wegen

zle) =ale) = f@)|z) = f@)lz), (] f(2)=flz) (] (3.38)
mit Gl. 2.58-Gl. 2.60
f@le) =1v),
(z|f(@) ) = f(z) (z]p) = (z]¢) (3.39)
= ¢((2) = f(zop)p™ (@) = ()¢ (),
und somit
Top = T. (3.40)

Die Wirkung von p auf [z ) ergibt sich aus GI. 3.34 fiir 29 = dx (eine infinitesimale Gréfle):

T(da)lz) =L+ 5L+ )|z) =]z +de),
Lo | tde) —Jz)
= 1 R ————— R
ple) Jhdfilo dx jhdx|$>’ (3.41)

f@lz) =f(hg)lz),
(x| f(p)=f (=ihg) (=] .

Daraus erhélt man die gesuchte Antwort:

fle) =1v)
(2lf@) o) =f (=ihik) (z]e) = (z]v) (3.42)
=@ (2) = f(pop)p™ (z) = f (—jhk) o' (2),
und somit
L d
Pop = —jh%. (3.43)

Allgemein gilt daher

flple) =1¢),
<x|f(§,]3) |SD> = f(x0p7p0p)90(w)(37) = f(% _jh%)s"(w) (x) = ¢($)(m)-

Ganz analog hétte sich auch durch Losung des Eigenwertproblems fiir den Impulsoperator p als
Basis eine p-Darstellung entwickeln lassen, mit

(3.44)

+oo
/|p>dp<p| =1, (plp')=6d—p),
o +oo +oo
o) =1le) = [Ip)n(ple) = [ 1p)dp 70, 3.45)
fl@p)le) =v)

(PIf (2, p) [ @) = f(Tops Dop)e ™ (p) = [(ih 45, p)') (p) = ¥ (p).
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@) () ist die WDA, bei einem Lokalisierungsversuch das durch |¢ ) beschriebene System an der
Stelle & zu finden, ¢®) (p) ist die WDA, bei einer Impulsmessung den Wert p zu erhalten.

Diese WDA konnten ineinander umgerechnet werden, wenn die unitire Transformation (siehe
Abschn. 2.3) zwischen z-Darstellung und p-Darstellung bekannt ist, also die ,Matrix“ mit den
Elementen (z|p).

Als Spezialfall von Gl. 3.44 erhélt man

(wlplp) =pop (x1p) = ~hc (wlp) =p{zlp), (3.46)

und durch Integration

(z|p)=c-exp (27rj%:c) . (3.47)

Die Integrationskonstante wird durch die Forderung nach Unitaritét festgelegt. Man verwendet
entweder Gl.2.51, Gl.2.52, oder sieht unmittelbar

+o0
(zla") =6(x —a) = (z[L]a") :/<I|P>dp<p|il7'>
oo o0 (3.48)
= czh/exp |:27Tj%($ - .73/)} d(%) = c*hé(z — 1),
und somit
(z|p) = % exp (27Tj%x) . (3.49)

Die gesuchten Transformationsgleichungen sind

+oo

+oo
e () = (z]p) =/<z|p>dp<p\<p> = %/w“’)(p)exp (27rj%x) dp,

o e (3.50)
V) = (p10) = [ (ple)da(ale) = 2= [ o @y exp (<2mipa) do

Die WDA () (z), o) (p) sind ein Fourierpaar.

3.3 Schrodingergleichung. Harmonischer Oszillator

Fiir einen léngs der xz-Achse in —oo < & < oo verschieblichen Massenpunkt sei das Eigenwertpro-
blem des Energieoperators H zu losen (abweichend von der Bezeichnungsweise von Gl. 2.67 werden
die Eigenkets aus historischen Griinden mit |1, ), die Eigenwerte durch E,, bezeichnet)

H|¢n ) = Eplthn ). (3.51)

Die klassische Hamiltonfunktion (Gesamtenergie) eines im Potential V (z) bewegten Massenpunk-
tes der Masse m lautet
2

H(z,p) = ;Lm +V(x). (3.52)

Der Hamiltonoperator resultiert, wenn man z, p durch hermitesche Operatoren mit dem Kommu-
tator GI. 3.28 ersetzt.
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Die Funktion ( |1y, ) = ¥, (x) ist somit die WDA dafiir, bei dem System mit genau bekannter
Energie F,, (entsprechend dem Eigenket |1, )) bei einer Ortsmessung den Massenpunkt an der
Stelle z anzutreffen.

Aus GI. 3.51 folgt mit GI.3.52 und GI. 3.44

)
1 d\°
— | —jh— v
2m ( J dac) + Vi)

und daraus die stationére (zeitfreie) Schrodingergleichung fiir die sogenannte Schrodingerfunktion

2

D
o + V()

(z|H(z,p)| ¥n) = En{x|tn) = <x

2m

(3.53)

= |52+ Viwap) | tu(e) =

B | ) - Bita) =0
+00 +oo (354)
<wnwn>=1=/<wn|x>dx<x|wn>= () Pl

Losungen von Gl.3.54 existieren fiir ganz bestimmte Werte von F,, (Eigenwerte des Energieope-
rators).
Fiir einen harmonischen Oszillator ist die potentielle Energie
1 1 k
V(z) = §kx2 = imw2x27 w? = o (3.55)
wobei k die Federkonstante bedeutet. Die Schrodingerfunktion geniigt daher der Differentialglei-
chung

R d?i, 1 T
5 37@) + (Qmuﬂzz - En) Yn(z) =0, /I¢n(x)l2dx =1 (3.56)

Es 148t sich zeigen, dafl Losungen fiir
1
En:hw(n—i—Q), n=20,1,2 ... (3.57)

existieren. Energie kommt in Portionen hw, die in einem Oszillator nicht unterscheidbar sind (n
Portionen, man kann nicht von der ersten, zweiten ... Portion sprechen).

Die niedrigste Energie Ey = hw/2 (die Nullpunktsenergie) kann dem Oszillator nicht entzogen
werden. Sie ist eine Folge der Unschirferelation (die Energie E = 0 hétte ein Oszillator, der an
der Stelle z = 0 mit dem Impuls p = 0 sitzt: Diese Aussage ist wegen der Unschérferelation nicht
moglich).

Im Zustand |4 ) ist die WDA

2
bo(z) = 4,/%@@ <—m;"hx ) (3.58)

wie man durch Einsetzen in GI. 3.56 leicht verifiziert. Die damit berechneten Erwartungswerte von
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x, p stimmen mit der klassischen Vorstellung eines in Ruhe befindlichen Oszillators iiberein:

+oo

+o0
(2) = (ole|wn) = [ (o) da {alz ] o) = [V @)ranto(a)de

— 0o

+oo
- / o () 2z = 0
- (3.59)

<g>:<¢o|g|wo>:/<wo|x>dx< 1p]%0) /wo )poptio(@)de

oo 52

Fiir die Varianzen berechnet man analog

h
2?) = (Az)?2 = —

()= = 5 d.h. AzAp = k) (3.60)
(r°) = (ap)? = ’

Der Grundzustand |ty ) des harmonischen Oszillators ist ein Zustand minimaler Unschérfe. Die
Energie ist unter Beachtung von Gl. 3.60

I T Y

(H) = 2m<13>+2 (z*) (3:61)
_ G 1 2(A2)? = Thw + < LT
om 2 v m e T e = e = R

3.4 Das Grundproblem der Dynamik

Experimentell iiberpriifbare physikalische Aussagen beruhen auf berechneten Wahrscheinlichkeiten
(oder Wahrscheinlichkeitsdichten), die als Absolutbetragsquadrate von WA oder WDA berechnet
werden.

Die WA (oder WDA), bei einer Messung an einem System im Zustand | ¢ ) fiir eine Observable
A den Eigenwert X' zu erhalten, ist durch (X' |¢) gegeben. Das ist (siche Abb. 3.3) die Projektion
des Zustandskets | ) auf den Ket |\ ), der Eigenket des Operators A zum Eigenwert X’ ist. Die
Gesamtheit der Eigenkets bildet einen vollstdndigen und orthonormierten Satz von Basisvektoren,

AV) =AY SN =L (X [X) =8, (3.62)

»,Dynamik“ bedeutet, dafl sich die Projektionen von |¢ ) auf die Basisachsen zeitlich dndern:
Sie kann daher durch eine Relativbewegung (Rotation) zwischen Zustandsket und Basis erfaft
werden. Die Zeitabhingigkeit kann in Quantensystemen (bei gleicher Relativbewegung zwischen
Zustandsket und Basis) daher durch eine der nachstehend kurz beschriebenen Methoden erfaft
werden:

e Im Heisenbergbild ist der Zustandsket | oy ) raumfest. Die Operatoren, welche die zur De-
finition von Basissystemen geeigneten Observablen beschreiben, sind zeitabhéngig, haben
zeitabhéngige Eigenkets, aber zeitunabhingige Eigenwerte (der Index ,H“ bedeutet im fol-
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Abbildung 3.3: Basissystem aus Eigenkets A einer Observablen A. Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden (\|¢) sind die Projektionen des Zustandskets | ) auf die |\ )-Achsen des Basissystems
(A-Darstellung)

genden: Heisenbergbild):

A Au(t) ) = Al Au(?) ),

(3.63)
# [Au(t) YA (Au(t) | =1, (Au(®) [Mg(t)) = 0N, A").
A

Zeitunabhéngige Eigenwerte (Ableitung siehe Abschn. A.3) haben nur sogenannte nicht ex-
plizit zeitabhingige Observable (sie werden zum Unterschied von explizit zeitabhéngigen
Observablen L(t) mit A(f) bezeichnet). Unter expliziter Zeitabhéngigkeit in einem System
versteht man eine solche, welche durch eine von auflerhalb des Systems kommende Steuerung
verursacht wird. Beispiele dafiir sind: Ein Pendel, dessen Léange nach einem festen Programm
zeitabhéngig gedndert wird; eine Federkonstante oder eine Masse, die durch einen ,,Zauberer*
zeitabhingig verdndert wird; ein Wasserstoffatom, bei dem die Grofle der Elementarladung
durch Zauberkraft gedndert wird. Gerade im letzten Fall ist einzusehen, dafl dadurch auch
die Energieniveaus des Atoms gedndert wiirden (und damit wéren die Eigenwerte des Ener-
gieoperators fiir dieses ,seltsame® Wasserstoffatom ebenfalls zeitabhingig). Fiir Observable
A, die nicht explizit zeitabhéngig sind, dndert sich dagegen das Eigenwertspektrum (und
damit das Spektrum der moglichen Mefiwerte) nicht.

e Das Schrodingerbild betrachtet die Basisachsen als raumfest, der Zustandsket |¢g(t) ) be-
wegt sich. Wenn die Basisachsen (als Eigenkets einer nicht explizit zeitabhéngigen Observa-
blen A) zeitlich konstante Lage haben sollen, miissen diese Operatoren im Schrédingerbild
(Index ,,S*) selbst zeitunabhéngig sein; die Basis liegt fest durch

Aslhs) = Ars ),
(3.64)
S 1) dn (| = L (NS IAD) = BV, A7).

A

Selbstverstandlich sind die Eigenwertspektren von Ay (¢) und Ag identisch. Wenn ein Ope-
rator, der eine Observable repréasentiert, im Schrodingerbild zeitabhéngig ist, dann ist diese
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Zeitabhéngigkeit durch eine explizite Zeitabhéngigkeit verursacht. | ¢g(t) ), der Zustandsket,
ist zeitabhangig.

e Im Wechselwirkungsbild bewegt sich sowohl das Basissystem als auch der Zustandsket. Das
kann fiir die mathematische Behandlung von zeitabhéngigen Problemen mit den Methoden
der Stérungsrechnung zweckmaéfig sein, obwohl vordergriindig diese Betrachtungsweise im
Vergleich zum Schrodingerbild oder Heisenbergbild komplizierter erscheint.

Aus Abb. 3.3 ist aber klar, dal die WA (oder WDA) unabhingig vom verwendeten Bild sein
miissen, ebenso Erwartungswerte

e\ 1) = (Au(t) [en) = (Asles(t)),  (Lu(t)) = (Ls(t)). (3.65)

p(A, t) ist die WA (oder WDA) dafiir, bei Messung der Observablen A am System im Zustand
| ) zum Zeitpunkt ¢ den MeBwert A zu erhalten.

3.5 Das Heisenbergbild

Der Grundgedanke ist folgender: Die klassischen Bewegungsgleichungen der physikalischen Gréflen
werden als Operatorengleichungen fiir die Observablen interpretiert; die Losungen fiir nicht explizit
zeitabhéngige Observable Ay (t) werden zur Konstruktion einer Basis | Air(¢) ) im Ket-Raum geméf
Gl. 3.63 verwendet.

Zur Darlegung des Prinzips wird ein System mit einem Freiheitsgrad betrachtet. Die (genera-
lisierte) Koordinate sei x, der dazu kanonisch konjugierte Impuls sei p (siche auch Abschn. A 4 fiir
eine kurze Wiederholung von Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion).

Jede physikalische Grofle L kann somit als Funktion von z(t), p(t) und einer allfdlligen expli-
ziten Zeitabhéngigkeit ¢ ausgedriickt werden. Das gilt auch fiir die Hamiltonfunktion H, welche in
einfachen Féllen die Bedeutung der Gesamtenergie besitzt:

x(t) generalisierte Koordinate,

p(t kanonisch konjugierter Impuls,

L(z(t),p(t),t) explizit zeitabhdngige Grofe, (3.66)
Ax(t),p(t)) nicht explizit zeitabhingige Grofe,

H(z(t),p(t),t) Hamiltonfunktion.

Fiir zwei Funktionen F(x, p,t) und G(z, p,t) wird eine sogenannte Poissonklammer durch folgenden
Ausdruck definiert:
OF 0G OF 0G
FG) =222 -2 (3.67)

Unter Verwendung dieser Definition erhélt man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

dzr . OH

dp OH

— =)= —— = H

o = P=—5, =pH]

AL _OLds OLdp OL OLOH OLOH OL . .. 0L (368

Gt owdt opdt ot oz op 0p ox ot ot

A _oNde oNdp _oNom onon |
dt Ox dt Opdt Ox Op Op Ox ’
dH  OH

dt ot

Ist H nicht explizit zeitabhingig, dann ist die Hamiltonfunktion konstant.
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Der Ubergang zur Quantentheorie erfolgt dadurch, da man z(¢), p(t) in Gl.3.66 als hermi-
tesche Operatoren zy(t), p,(¢) interpretiert, welche die Vertauschungsrelation Gl.3.28 erfiillen.
Wegen Gl. 3.29 gilt dann auch

OH, 1 OHy 1

Die Schreibweise Hy; ist die Abkiirzung fiir Hy(t) = H(2y(t), py(t),t). Die ersten beiden Bewe-
gungsgleichungen von Gl. 3.68 lauten somit
dzy O0Hp 1 o
1 — H —

dp 0H 1 o
Py H

= = = — Hyl=p, .
dt 9z g7 L il =Py

(3.70)

o
Mit Ay werden die (nicht explizit zeitabhéngigen) Observablen bezeichnet, welche den zeitlichen
Ableitungen der klassischen Gréfien A(t) entsprechen.

Die Ubersetzung der Gleichung fiir dL/dt bereitet Schwierigkeiten: Es kommen zwei Summan-
den vor, die aus Produkten bestehen: Fiir klassische Groflen ist die Reihenfolge der Terme in den
Produkten beliebig, aber die entsprechenden Operatoren sind nicht vertauschbar, und somit ist
der Ubergang nicht eindeutig.

Beachtet man dagegen, da beim Ubergang zur Quantentheorie, siche Gl. 3.70, der klassischen
Poissonklammer in der Quantentheorie ein Kommutator korrespondiert,

1
[z, H] (klassisch) — J—h[gH,ﬂH] (quantenmechanisch), (3.71)

so kann man versuchen, diese Korrespondenz auch in den folgenden Gleichungen anzuwenden
(damit berechnete Werte stimmen tatsichlich mit gemessenen Werten iiberein), d. h.:

dLy 1 OLy
dA 1 o
d;tH = ﬁ[AH’ﬂH] = Ay, (3.72)
dHy  OHy
a ot

Sind die Losungen Ay (t) bekannt, so lassen sich die entsprechenden Eigenwertprobleme 16sen und
Darstellungen (Basissysteme) im Ket-Raum geméfl Gl. 3.63 finden.

Wie in Abschn. A.3 gezeigt wird, kénnte man die zeitabhéngigen Eigenkets | Ag(¢) ) auch als
Losungen von

d| A (t 1
A o H (0,0, ) ) (3.73)
erhalten.

Die Ausdriicke fir Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte erhilt man aus Gl. 2.118, indem
man beachtet, dafi der statistische Operator p  im Heisenbergbild zeitunabhéngig ist (er setzt sich
ja gemifB G1.2.117 aus einer Auswahl von zeitunabhéngigen Zustandskets |z, ) zusammen), und
dafl die Projektoren auf Eigenrdume von Eigenwerten wegen der Zeitabhingigkeit der Basiskets
| Am(t) ) natiirlich ebenfalls zeitabhéngig sind:

w(A,t) = Sp{p,; Prr(x) ()}

(3.74)
(f(Lu(®)) = Sp{p,f(Lu(®))}.
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3.6 Ehrenfestsches Theorem. Die Energie-Zeit-Unscharferelation

Die zeitliche Anderung des Erwartungswertes ist der Erwartungswert jenes Operators, welcher der
zeitlichen Anderung einer Observablen korrespondiert: Dieser Umstand wird als Ehrenfestsches
Theorem bezeichnet. Die Erwartungswerte der Operatoren stimmen mit den klassischen Gréfien
iiberein (in Gl. 3.59 wurde z.B. gezeigt, dal die Erwartungswerte (z) = 0, (p) = 0, mit den
klassischen Werten = = 0, p = 0 eines in Ruhe befindlichen Oszillators iibereinstimmen).

Nach GI.3.72 wird mit Ay jener Operator bezeichnet, welcher der zeitlichen Anderung der
Observablen Ay korrespondiert (diese Bezeichnung resultiert in Anlehnung an die klassische Be-
zeichnung A fiir zeitliche Anderungen einer klassischen Gréfie A(t)):

1

A= — A, Hyl. .
Ag jh[vaiH] (3.75)

yZufdllig® ist Ay im Heisenbergbild identisch mit der Ableitung dAy /dt.
In Anwendung von Gl. 3.74 folgt mit GI.3.72

%(AH (t) = %SP{BHAH(”} = Spigy dA;(t)} (3.76)

— Splp, %[AH,EH]} — Sp{py, A} = (An):

Damit ist das Ehrenfestsche Theorem bewiesen.

Das bedeutet natiirlich nicht, daf klassische und quantenmechanische Vorhersagen iibereinstim-
men. Identifiziert man klassische Werte mit quantenmechanischen Erwartungswerten, so liefert die
klassische Gleichung z. B.

dat) _ OH((®).p(®).t) _ d ., _ 2H(2a®) (p . (3.77)

a ap(t) T dt

Die quantenmechanische Gleichung, siehe Gl. 3.70, liefert dagegen

dzy(t)\  d _JOH(zy (), py(t),t) \ | OH((zy(t)), (py(t)),1)
< cIl{t > = gtmm®) = < @H(t;l > 7 8<pH(t);{ '

(3.78)

Fiir eine Observable A(t) wird eine charakteristische Zeit 74 dadurch definiert, dafi sich in der Zeit
7o der Erwartungswert der Observablen gerade um eine Standardabweichung AA (Definition in
G1.2.102) verschiebt; mit Gl. 3.76 folgt

d( Ay (t °
AA — <7§It( )) 1A = (Ag )7A. (3.79)
(Ay(t)) ist eine bildunabhangige physikalische Aussage, daher wére der Index ,,H* am Operator
nicht notig.

In Anwendung von Gl.2.103 folgt aber aus Gl. 3.75 mit GI. 3.79 die Unscharferelation

1 ° h AA
. > — e —— .
AA-AH 2> S[(h Ag)l = 3 P (3.80)
und somit
h
TAAH > —. (3.81)

2

Diese Beziehung wird als ,Energie-Zeit-Unschérferelation“ bezeichnet, obwohl die Zeit in der
Quantentheorie die Rolle eines Parameters spielt und nicht durch einen hermiteschen Operator als
Observable definiert wurde.
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GI. 3.81 besagt, dafi die Kenntnis der Energie eines Systems mit einer Unsicherheit AH behaf-
tet ist, welche durch die Zeiten 7, festgelegt werden, mit denen sich die Erwartungswerte einer
Observablen A gerade um eine Standardabweichung AA &ndern.

In grober Abschéitzung kann man z. B. sofort sagen: Bei einem Atom im Grundzustand (es
andert sich nichts) ist die Energie genau bekannt (AH = 0, 7o = 00). Geht ein angeregtes Atom
unter Photonenemission innerhalb einer Zeit 7 (7 ist die Lebensdauer) in den Grundzustand tiber,
dann ist die Energieunsicherheit des angeregten Atoms von der Grofenordnung AH = h/7, und
damit ist h/7 auch die Energieunsicherheit AH = hAf des emittierten Photons: Viele Atome
emittieren daher eine Linie der Linienbreite Af =~ 1/7.

3.7 Das Schrodingerbild

Im Schrodingerbild (siehe Abschn. 3.4) wird die Basis als raumfest betrachtet, die Observablen
(deren Eigenkets als Basisvektoren dienen) miissen daher zeitunabhéngig sein (explizit zeitabhén-
gige Observable haben auch zeitabhéngige Eigenwerte und werden nicht zur Konstruktion einer
Basis verwendet).
An die Stelle der Bewegungsgleichungen Gl. 3.70, Gl. 3.72, Gl. 3.73 treten daher die Beziehungen

des _ dpg _ dAg _ dLs _OLs  dHs OHs  diXs) (3.82)

d dt dt d — ot’ a  ot’ a '
Zeitliche Anderungen einer Observablen Ag werden mit dem in Gl.3.75 definierten Operator be-
rechnet, im Schrédingerbild mit

° 1
As= ﬁ[As,ﬂs]- (3.83)
Die Zeitabhéngigkeit der physikalischen Groflen wird durch einen zeitabhdngigen Schrodingerket
lps(t) ) erfaBt, fiir den eine Bewegungsgleichung gefunden werden muf.

Nimmt man an, dal fir ¢ < 0 das Heisenbergbild gilt, fiir ¢ > 0 das Schrodingerbild (zum
Zeitpunkt ¢ = 0 hort die Bewegung der Basis auf, und es beginnt sich fiir ¢ > 0 der bis dahin
raumfeste Zustandsket zu bewegen), so 1at sich zu jedem Zeitpunkt das Heisenbergbild mit einem
unitdren Operator U(¢) in das Schrodingerbild umrechnen. Man setzt an:

lon ) =Ut)|es(t) ),
[Au(t) ) =U@)[As ),
(o lon) = (@s(t) [es(t)) = (sMIUTOU () [s(t)),
dh. UMmU@) =umut)=1, U©0) =L

(3.84)

Aus der Eigenwertgleichung fiir Ay (t) folgt in Anwendung von Gl. 3.84 auch die Transformation
der Operatoren:

Ap(@®)|Au(t) ) = A[Au(?) ),
U A UBUT () Au(t) ) = AU (1) Au(t) ),
AglAs ) = A[As ),
d.h. Ag = UT(6)A4 (DU (1).

(3.85)

Die Bewegungsgleichung fiir den Transformationsoperator U(t) folgt z. B. aus Gl. 3.73 unter Be-
achtung von Gl. 3.84 und GI. 3.85

dAu(t)) _ dU(?)

|%>:—%H@ﬂmp@))(ﬂ&>

d  dt
(3.86)
LU Lagouo|ps) =0 — B L wu)
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Fiir einen nicht explizit zeitabhéngigen Hamiltonoperator ist Hy = Hg = const und die Losung
lautet

U(t) = exp (—) ., UWU'@)=U'WU®#)=I, da H=H"' (3.87)

Die gesuchte Gleichung fiir den Schrédingerket folgt aus Gl. 3.84. Man beachte, daf} als Folge von
Gl. 3.85 und dem Umstand, dafl Operatorfunktionen in Potenzreihen entwickelt werden konnen,
die Schreibweise

-
-
—~
~
~—
h
jas
=
~—
I
=
~
I
I
-
—~
=
h
—
=
o
—~
~
~—
S
Jus
—~
=
J(*
~—
-
=
~

= LU (O)zu (U (1), UT (), (DU(1). ) (3.88)
L

d au(t d t
Aon) o= B0ogny) 4+ updest)
(3.89)
_ 1 des(t) )
=~ HuOU O] es(1) ) +U(0 25,
und unter Beachtung von GI. 3.88 die gesuchte Gleichung
dles(t)) 1 _ L
T jhﬂs(t)lsOS(tH = th(£S>ﬂs7t)|<Ps(t)>~ (3.90)

Da im Schrédingerbild der Zustandsket | ps(t) ) zeitabhéingig ist, ist nach Gl.2.118 auch der sta-
tistische Operator Pq (t) zeitabhéingig (er besteht aus einer Auswahl zeitabhéngiger Zustandskets
|psa(t) )). Die Schrodingeroperatoren Lg(t) fiir Observable sind nach Gl. 3.82 nur dann zeitabhén-
gig, wenn sie eine explizite Zeitabhidngigkeit besitzen. Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
berechnen sich in Anwendung von Gl.2.119 aus (Projektoren auf Basiskets |Ag ) sind zeitunab-
hingig!)

w(At) = Sp{ﬁs(t)EER()\)}a M _ _i
(F(Ls()) = Sp{pg () (Ls (1))}, dt 7 [Bs(t)’ﬂS(t)} : (3.91)

J
Die nach GI.3.74 und GI.3.91 berechneten Werte stimmen natiirlich {iberein, wie man mit der
Transformation von Gl. 3.88 und Beachtung von GI. 2.113 leicht nachweist.

3.8 Die Schrodingergleichung fiir die zeitabhingige Wahr-
scheinlichkeitsamplitude

Wegen der Bildunabhéngigkeit der in Gl.3.65 definierten zeitabhéngigen WA (oder WDA) ist es
zweckmiBig, eine Bewegungsgleichung fiir ¢(\,t) zu entwickeln. Unter Verwendung von Gl. 3.90
und der Schreibweise von Gl. 2.58-Gl. 2.60 erhélt man

890;)?”5) = % (As@s(t)) = (As| % = jih (As|H(zs,ps:t) | s(t))

1
- ﬁgf<As|H(£s,Qs»t) [ Ng ) dN (N | ps(t))
A/

X (3.92)
=S H\ N, t)o(N,t)dN
FSEHON e
)\/
1
= 0w 0.
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xg;}), pgi‘)) sind analog zu Gl. 2.59 und GI. 2.60 fiir die A-Darstellung definiert:

L) = I (Alg) = (ML|p) = ;[ (LN )N (N[ g) = gL‘ LX) (X)X (3.93)
bV Y

Als Beispiel fiir eine Losung dieser Gleichung soll der Massenpunkt im Potential V(z) von Ab-
schn. 3.3 betrachtet werden. Mit der Wahl A = x erhélt man eine Differentialgleichung fiir p(z,t),
das ist die WDA dafiir, bei einer Messung des Ortes diesen Massenpunkt (der durch den Ket | ¢ )
beschrieben wird) an der Stelle x zu finden. Fiir die z-Darstellung gilt mit Gl. 3.53-Gl. 3.56

do(x,t) 1 () ()

8t _th(xopapop7t)@(xvt)
1 ef)? (x) _ by AN
jh[ o~ TV (@) @(z,t)fjh 5 | ~Ihgs | V(@) elet)
_ [ Viz)| pla,t) 9
~ jh | 2m 022 o s

+oo
Nebenbedingung: /|<p(x,t)|2dx =

Eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung erhélt man mit einem Separationsansatz (Ber-
noulli-Ansatz)

P(x,t) =D fult)hn(2). (3.95)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

ghodfa(t) (*%% + V(w)) V()
fa(t) dt Pn(2)

wobei E), eine Separationskonstante bedeutet. Die Losungsbausteine miissen daher folgende Glei-
chungen erfillen:

= E,, (3.96)

12 ()
2m  dx?

+oo
+ V(@) = Enltbn(z) =0, / [ () Pz = 1, o
N 3.97

Die Werte E,, haben (man vergleiche mit Gl. 3.54) die Bedeutung der Eigenwerte des Energieope-
rators. Die allgemeinste Losung ist somit

p(x,t) = cnexp (—ngt> Yn (). (3.98)

Kennt man die Energie des Massenpunktes genau (E,, ist gegeben), so ist die WDA einer Lokali-
sierung durch

p(z,1) = exp (j ?) V() (3.99)

gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, den Massenpunkt an einer Stelle z zu lokalisieren, stellt
sich daher als zeitunabhéangig heraus:

w(z) = |p(z,t)* = | (). (3.100)
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Man nennt die Zustinde bekannter Energie daher auch stationére Zustédnde.
Speziell fiir einen harmonischen Oszillator mit den Energieeigenwerten von Gl. 3.57 erhélt man
fir genau bekannte Energie E,,

o(x,t) = exp (—jo;t) exp(—jnwt), (z). (3.101)
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Anhang A

Ableitungen

A.1 Ableitung der Unschéarferelation

Fiir beliebige Kets |¢ ), | ) gilt die Schwarzsche Ungleichung
(ple)y(wlv) > [(elv)]* (A1)

Fiir die Operatoren

A=L— (L)L, B=M—(M)I (A.2)
gilt wegen GI.2.101

L,M]=[A, B] =jC

[—7 7] [—’ —} j—’ (A.?))

AB=1[AB|+3(AB+BA)=1jC+ 3(AB+ BA).
Fiur L = LT, M=M t sind auch die Operatoren A, B hermitesch. Fiir die Zustdnde

lo) =Alpo), [¥) =Blwo) (A.4)

folgt aus Gl. A.1 unter Beachtung von GI.2.102

(@olA% | @0 ) (@0l B |¢o) = (AL)*(AM)?

(A5)
> 117 (@olCleo) + (wolAB+BA|go) |

Da Erwartungswerte hermitescher Operatoren reell sind, ist der Term auf der rechten Seite von
Gl. A.5 von der Form |a + jb|?, mit a, b reell. Wihlt man den Zustand |@g ) so, daB
Blgo ) =jAl¢o ), (A.6)

so verschwindet der Term ( ¢|A B + B Ao ), also erhilt man

AL-AM > %|<Q>|. (A7)

A.2 Ableitung einer Vertauschungsrelation
Wie man leicht nachweist, gelten folgende Beziehungen

[L1 LQaM] = L1 [L27M] + [LUM]L2 (A 8)
[M, Ly Ly] = Ly [M, L,) + [M, L;]L, '



Fiir einen gegebenen Kommutator
[z,p] = jhl (A.9)

weist man unter wiederholter Anwendung von GI. A.8 nach:

[z, p°] = [z ppl = 25hp = jh5;p*, (A10)
[Q’Bn] _ njhgl_l _ ]h%lzn
Analog beweist man die Relationen
z2,p] = [z z, p| = 2jhx = jh-2 22,
[2°,p] = [z, p] = 2jhe = jhy;x (A.11)

[a",p) = njha" " = jhga.

Eine beliebige Funktion von z, p, die eine Observable darstellt, kann in eine Potenzreihe mit
Termen der Form z" p™ und p™ 2" entwickelt werden. Unter Anwendung von GI. A.8, GI. A.10
folgt

P = Jh (@ ). (A12)

=a"[z,p"] + [z, 2"]p" = 2" - jh

| @

Ein analoger Beweis gilt fiir den Kommutator [p™ z",p]. Damit sind die Beziehungen GI.3.29
bewiesen.
A.3 Zeitunabhingige Eigenwerte

Aus der Eigenwertgleichung einer nicht explizit zeitabhédngigen Observablen A
AfA) =A[A) (A.13)

folgt nach Differentiation nach der Zeit unter Beachtung von GI. 3.72

By a2 g gy 422

i i jh i (A14)
o dIN)
_E‘)‘%L)‘Tt .

Bildet man die Bracket mit dem Bra (A| und verwendet Gl. A.13, so erhdlt man

1 1 d|\) d\ dl\)
— ANH - — HA A—F = — —_—
7 OIAH N = 2 (MHAIA) + (A AS55 = T ) + a0 S50 .
1 1 d|\) d\ dl\)
—AN(AH A — —=X{AH | AMA| —= = — + X {(A]| —=
GMEN) = A H|N) + M (] S35 =T A G

und somit
dA
— =0. Al
priad (A.16)

Damit ist die Zeitunabhéngigkeit der Eigenwerte bewiesen. Aus Gl. A.14 erhilt man wegen d)\/dt =
0 nach Rearrangieren der Terme

A(jth)\>—|—d)\>>—>\(,1H|)\>+d|)\>>=0,

(A —X) (;hHm +d|dAt>> =0.

Daraus folgt die Bewegungsgleichung GI. 3.73.

IT



A.4 Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion

In der Mechanik werden generalisierte Koordinaten z; (i = 1,2,...,n) und generalisierte Ge-
schwindigkeiten i; = dx; /dt definiert. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in der Form

d oL 0L
dt 81‘1 8Iz‘

=0, i=1,2,...,n (A.18)

schreiben, wobei L = L(x;,d;,t) die Lagrangefunktion bedeutet, die in einfachen Fillen als die
Differenz von kinetischer Energie und potentieller Energie gedeutet werden kann.
Definiert man die zu den Koordinaten x; kanonisch konjugierten Impulse p; durch

oL
oy’

D = i=1,2,...,n (A.19)

so erhédlt man anstelle von Gl. A.18 die Bewegungsgleichungen

); = = ; = s =1,2,...,n. A2
Pi="a T on VT i ! n (A.20)

Man definiert eine Hamiltonfunktion H (z;, p;,t) durch
H(z;,pi,t ZLPZ — L(wi, &, t). (A.21)
Durch Bilden der Differentiale folgt unter Beachtung von GI. A.20

dH = Z axld:clJrZ dpl —Hdt

aL oL oL
= dp; i =) 5 - dai —diy — dt
=2 dupit ) _pidd 55 5~

_ Zx dps — 5L o dt+ (Z pidi; — Z 6% > (A.22)
= - Z a dxz szdpz
= — zz:pldxz + Zi:i‘idpi — Edt

Durch Vergleich der ersten und letzten Zeile liest man aus Gl. A.22 ab:

L, = = ; = =— —_— = =1,2,...,n. A2
T dt apl7 Di dt (‘9%—7 at ata ? P ) T ( 3)

In einfachen Féllen hat die Hamiltonfunktion die Bedeutung der Gesamtenergie.
Ein Beispiel aus der Elektrotechnik bietet die Kraft auf eine Punktladung ¢ im Vakuum. Die
Bewegungsgleichung fir einen Massenpunkt der Masse m und der Ladung ¢ lautet

dv

mo = (B 47 x poH), (A.24)

wobei E und H durch das Skalarpotential ¢ und das Vektorpotential A wie folgt ausgedriickt
werden:

_, A . o
E = —gradp — aa—t, toH = rot A. (A.25)
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Die Lagrangefunktion, aus der man in Anwendung von GI. A.18 die Bewegungsgleichung Gl. A.24
erhélt, lautet

1 -
L= 5m172 —qp+qA-7, (A.26)

wobei die generalisierten Geschwindigkeiten die Komponenten von ¥ sind, &; = v; (i = 1,2,3).
Damit erhédlt man in Anwendung von GIl. A.19 den kanonischen Impuls

L N
pi =5 - =M +qA; — p=mi+qA. (A.27)
U
Die Hamiltonfunktion GI. A.21 ist somit
R 1 5 Lo 12
H:p-v—inmv +q<p:2m(p—qA) + qp. (A.28)

Diese Hamiltonfunktion ist die Grundlage zur Erfassung der quantisierten Wechselwirkung zwi-
schen Ladungen und dem elektromagnetischen Feld (siehe z. B. [19, S.405]).
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Anhang B

Ubungen und Anwendungen

B.1 Bracketschreibweise und Integralgleichungen

Die Integralgleichung

b

() + u(z) / o (@ )ple)da! = w(z) (B.1)

a

ist zu 16sen (die Funktionen u(x), v(z) und w(x) sind gegeben).
Man interpretiert die Funktionen als Komponenten von abstrakten Vektoren in einem Basis-
system

b
(]2') = 6(z —a'), /\x>dx<x| 1 (B.2)

und erhalt somit anstelle von GI. B.1

b

<x|¢>+(x\u>/<v|x’>dx’<w’|s0>=<r\w> (B.3)

a

oder (weil (x| sicher nicht der Null-Bra ist, und weil nicht alle Bras (x| auf den Ket in der
folgenden Zeile orthogonal sein kénnen; ist v(x) reell, gilt (x|v) = (v]|z))

[o) +lu) (vle)=lw). (B-4)
Man bildet die Bracket mit (v |, berechnet (v|¢ ), und setzt diesen Ausdruck in Gl. B.4 ein:

(vlp) = il (B.5)

Man beachte: Falls 1+ (v |u) = 0, existiert eine Losung fiir (v | ) nur dann, falls auch (v|w) =0

(in diesem Fall ist (v |¢) eine beliebige Konstante ¢). Das Ergebnis lautet

7(1}\10) ur vlu
T+ (ofuy o L+ (eolu)#0, (B.6)

lp) =|w) —clu) ¢ beliebig, wenn 1+ (v|u) =0, (v|w)=0.



Man bildet die Bracket mit (x|, verwendet die Vollstdndigkeitsrelation Gl.B.2, und erhélt die
Losung der Integralgleichung

b
/v*(x)w(w)dm X
p(e) = w(z) - ulz)—— fir 14 / o (2)u()de £ 0,
1+ /v*(x)u(a:)da: “
@ b (B.7)
o) = w() - culx) fir 1+ [ o*(@)u(e)ds =0,
b ¢
und /v*(m)w(x)dz =0.
Nach diesem Rezept lassen sich auch Integralgleichungen folgender Form lésen:
b
z)+ Y uilz) / vl (2 )p(z)dz' = w(z). (B.8)

a

B.2 Der zweidimensionale unitare Raum

B.2.1 Eine spezielle Basistransformation. Lineare und zirkulare Polari-
sation von Photonen

Es sei eine orthonormierte Basis (die a-Darstellung) gegeben:

Z\aiﬂail =1, (ailaj) = 0. (B.9)

Verdreht man die Basiskets |a; ) durch einen unitdren Operator U in eine Basis |b; )
bi) =Ula;), UU =UU=1I, (B.10)

so ist die Basis der |b; )} ebenfalls orthonormiert, es gilt
STl ) (bl =L (bi]by) =6y (B.11)

Der Drehoperator U ist in der a-Darstellung durch Matrixelemente Ui(f) gegeben (man beachte
die Vollstandigkeitsrelationen von Gl. B.9 und Gl. B.11):

2
U lQl:Z ) (a: U] a;) aJ\—Zlaz 5 a;|—Z\b (ajl, (B.12)

i,j=1

der Umkehroperator UT durch die Matrixelemente U;j(a):

2 2
Ul =1U0T1="" |a;) (a; [UT] a;) (a;] = Zmz U (a;| = lag ) (b . (B.13)
j=1

4,g=1 1,j=1
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Es gilt somit

US = (ai|by),

a * a)* (B.14)
U = (bilaj) = (a;|b;)" = U™,

Die Komponenten eines allgemeinen Kets | ) transformieren sich wegen

2 2 2
>=ZWH%M:Z¢%J=Z ) (bile) ="\ b;) (B.15)
Jj=1 Jj=1 j=1

[ V)

wie

oY = (ailg) =S (ailby) g ZU%W

N o (B.16)
b a a a
o = (bile) = (bilay) i = > UHG.

Jj=1 Jj=1

Eine spezielle Transformation sei durch folgende Beziehungen definiert:

@ _ (g pyet (11 f@ _ypqova b (1=]

Damit lauten die Transformationsgleichungen fiir die Komponenten der Kets in den beiden Dar-
stellungen

SRR SIS IO SO\ 1 [1-5) (@ (B18)
o) =l ) )=y ) ) |
Die Basiskets |b; ) entwickelt nach Basiskets |a; ) sind (der Drehoperator U wird aus Gl. B.12
eingesetzt):

|b1) =Ulax) Zlaz (ai|bj) (aj|a1)

7] 1
2
:Zm (ailbr) Zm%n:%wnwmm
i=1 (B.19)
|M=wm:ZMszMMﬂ
,J 1 5 . X
—Zm (oc162) = Ui ) = 5(lar) —sloa)

Versteht man unter den Kets |a; ), |az ) den Polarisationszustand von Photonen, die unter
0°, 90° linear polarisiert sind, so bezeichnen die Kets |b; ), |b2 ) rechtszirkular bzw. linkszirkular
polarisierte Photonen.

Unter 45° linear polarisierte Photonen wéren somit durch den folgenden Ket | ) bzw. in der

a-Darstellung durch dessen Komponenten §§a), éa) gegeben:

1 g\ 11
€)= 5lla) +la)), g>‘ﬁ@) (B.20)
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In Anwendung von Gl. B.18 lauten die Komponenten des Kets |£ ) in der b-Darstellung

NN A NN VY B.21)
e ] Vve\ly ) va\l) 2\1+j) '
Der Ket |£ ) (entwickelt nach Basiskets der b-Darstellung) ist somit

€)= 11— lb) + 1+ )]. (3.22)

Die Matrixelemente eines allgemeinen Operators L transformieren sich zwischen den beiden
Darstellungen wie folgt:

2 2
LY = (b |L| by) = <az' QTM’ aj> => <a1- QT’ ak> (ax |L] ag) (ae |U] az) = UZ-TIC(&)LI(;Z)UE;)~
k=1 kel=1

(B.23)

Beispiel: Der Operator mit den Matrixelementen

. (10
AR (0 _1> (B.24)

lautet in der b-Darstellung

W=7 07)65)E04) - () ®2)

Der allgemeinste normierte Polarisationszustand kann in der a-Darstellung wie folgt geschrieben
werden:

Ip) =e’(e 9% cosalay ) +e/¥sinalay)), 0<a<n/2, 0<¢<T. (B.26)

Fiir o =0,7/2, 0 < o < 7/2 handelt es sich um lineare Polarisation, die Werte a = 7/4, ¢ = /4
liefern rechtszirkulare, die Werte o = /4, ¢ = 3w /4 linkszirkulare Polarisation.

Zu jedem (allgemein: elliptischen) Polarisationszustand |p; ) gibt es einen orthogonalen Pola-
risationszustand |ps ), es gilt also (p; |p2 ) = 0. Fiir den Ansatz von Gl. B.26 erfiillen orthogonale
Polarisationszustéande die Bedingungen ay 4+ g = 7/2, |2 — 1| = 7/2.

Polarisationszustinde kénnen auch durch den Elevationswinkel ¢ der grofien Achse der Polarisationsellipse (0 < 9 <
) und den Quotienten der Linge der kleinen Achse und der Lédnge der grofien Achse ausgedriickt werden (dieser
Quotient wird als tany, —7/4 < x < 7/4 festgelegt; somit ist |tan x| < 1, x > 0 bezeichnet nach der Konvention
rechtshéndige Polarisation, x < 0 linkshéndige Polarisation; dabei ist der Blick gegen die Ausbreitungsrichtung des
Lichtes gerichtet).

Deutet man die Winkel 0 < 2¢ < 27 als geographische Linge auf einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel),
die Winkel —7/2 < 2x < 7/2 als geographische Breite (Stidpol 2y = —7/2, Nordpol 2x = 7/2), so liegen alle
linearen Polarisationen am Aquator, alle rechtshiandigen elliptischen Polarisationen auf der Nordhalbkugel, alle
linkshéndigen elliptischen Polarisationen auf der Stidhalbkugel. Die zirkularen Polarisationen liegen im Nordpol
und Siiddpol. Orthogonale Polarisationszusténde liegen auf der Kugeloberfliche einander diametral gegeniiber.

Die Beziehungen zwischen den Winkeln «, ¢ einerseits und 1, x andererseits (sowie die korrekte Wahl der
Vorzeichen) sind im folgenden ohne Beweis angefiihrt. Man beachte, daf§ die vollstidndig polarisierten Zustande
auf der Kugeloberfliche liegen. Teilweise polarisiertem Licht kann man Punkte innerhalb der Kugel zuordnen,
unpolarisiertes Licht entsprache in dieser Darstellung dem Kugelmittelpunkt.

tan 2¢) = tan 2a cos 2¢ 0<2¢y <2m
sin 2y = sin 2asin 2 —7m/2<2x <m/2
fiir cos2¢p < 0 : wahle m < 29 < 27
fir cos2p =0 : wéhle 2¢p = 0 fir tana < 1
2¢p = 7 fiir tana > 1
. 2¢ 0<2p<7/2
2c fir p=0 . - >
= =1 : = — < <
21 {271’—2& fiir o — /2 fur sin2a =1 : 2x T—2p 7w/2<2p<3mw/2

2¢p — 21 3w/2 < 20 < 2w
Orthogonale Polarisationen
[2¢2 — 21| =7 2x2 = —2x1

a1 +oag =m/2 lp2 — p1| = 7/2
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Abbildung B.1: Darstellung von Polarisationszustéanden auf der Poincaré-Kugel.

B.2.2 Der statistische Operator. Der Polarisationsgrad

Im folgenden wird die a-Darstellung von Gl. B.9 verwendet. Der allgemeinste statistische Operator
zur Beschreibung von Polarisationszustédnden

QZ(ZIai><ai|g\aj><aj| = > lai)oi(a;] (B.27)

ij=1

ist hermitesch, seine Matrix g;; ist daher eine hermitesche Matrix, die durch vier reelle Para-
meter bestimmt ist. Die Matrix kann somit als Linearkombination von vier linear unabhéngigen
hermiteschen Matrizen

. (10 . (10 .~ (01 .~ (0—9
00,ij= (01> 01,ij= <O _1) 02,1']‘:(10) 03,ij= <J 0‘7> (B.28)

mit reellen Koeffizienten sg, s1, o, s3 geschrieben werden:
1 ZS 1/ so+s1 s9—js
Qi = 2 <SOJO‘“ + leka,U> 2 <82 + js3 so — 51 > ' (B.29)

Den hermiteschen Matrizen oy, ;; entsprechen in sinngeméfier Anwendung von Gl. B.27 hermitesche
Operatoren

o1 =|a1 a| —|az az |,
oo =lar) (as] +]as) (a1, (B.30)
o3 = —jlay ) (az| +jlaz) (a1
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Sie haben folgende Eigenvektoren (EV) und Eigenwerte (EW) — die Uberpriifung erfolgt durch
Einsetzen in die entsprechende Eigenwertgleichung:

o1 EV |a1) =|0), EW +1,
EV |ax ) =|n/2), EW —1,

o2: BV Jillan) +las)) = |n/4), EW +1 )
EV %(|al> —laz)) =[37/4), EW —1,

o3: EV %(|a1>+j|a2>):\rz>, EW +1,
EV =(la1) —jlaz)) =[lz), EW —1

Die Eigenzusténde von oy sind unter den Winkeln 0, 7/2 linear polarisiert, die von oy sind un-
ter den Winkeln 7 /4, 3w/4 linear polarisiert; die Eigenzustdnde von o3 sind rechtszirkular bzw.
linkszirkular polarisierte Photonen.

Fiir die o-Operatoren gelten folgende Beziehungen:

Sp(ﬁﬁ) = 20 [0, ﬂ} = 2jok, 4,5,k =1,2,3 (und zyklisch) (B.32)

Fiir den statistischen Operator Gl. B.27 kann man unter Verwendung der o-Operatoren schreiben

3
1
0= 5;8@. (B.33)

Unter Verwendung von GI. B.32 und Beachtung von GI. B.28 berechnet man

3 3
1 1
Sp(e) = 'Sp(o0) =50, Sp(e?) = 75 (Z ) =52 5" (B.34)
£=0 £=0

Da der statistische Operator die Bedingungen Gl. 2.120 zu erfiillen hat, folgt daraus allgemein fiir
die Parameter s,

so =1, 5T+ 55+ 53 < 1. (B.35)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reine Zustéinde (weil fiir reine Zustéinde Sp(o?) = 1 gilt), also fiir
vollstéindig polarisiertes Licht. Fiir 0 < s? + s2 + s2 < 1 handelt es sich um teilweise polarisiertes
Licht (ein Gemisch), fiir s? + s3 + s3 = 0 ist das Licht unpolarisiert: in der a-Darstellung driickt
sich das dadurch aus, daf die beiden orthogonalen Basiszustéinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit
vertreten sind,

2

Qunpol = Z | @i >

=1

(a;] . (B.36)

N =

Es kann ein Polarisationsgrad

P=\/s?+s3+s2<1 (B.37)

definiert werden; P = 0 bedeutet unpolarisiertes, P = 1 vollstdndig polarisiertes Licht. Am En-
de des voranstehenden Abschnitts wurde auf die Moglichkeit verwiesen, die Zustédnde vollstandig
polarisierter Photonen auf die Oberfldche einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel) abzubilden. In
Erweiterung dieser Darstellung 148t sich teilweise polarisiertes Licht auf das Innere der Einheitsku-
gel abbilden, wobei der Abstand des Punktes vom Kugelmittelpunkt durch den Polarisationsgrad
P der Photonen gegeben ist. Dem Kugelmittelpunkt entspricht somit unpolarisiertes Licht.
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Die Wahrscheinlichkeit, in einem (durch den statistischen Operator ¢ beschriebenen) System
einen bestimmten Zustand anzutreffen kann mit Gl.2.119 berechnet werden. Fiir einige ausge-
wahlte Polarisationszustdnde erhélt man als Ergebnis:

Sp(el0) (0]) =
Sp(elm/2) (7/2])
Sp(elm/4) (m/4])

)
)

= 011,

= 022,

= 3(011 + 012 + 021 + 022), (B.38)

SP(Q|37T/4 ) (3m/4] L(o11 — 012 — 021 + 022),

Sp(e|rz ) (rz]
Sp(ellz ) (1z]) =

S1, S2, s3 sind ein Ma$ fiir die Anteile von Licht, welches unter den Winkeln 0, 7 /4 linear polarisiert
bzw. rechtszirkular polarisiert ist. Die in Gl. B.38 berechneten Ausdriicke sind somit die normier-
ten Intensitdten (normiert auf die Gesamtintensitit 1 des Lichtes), welche man unter Vorschaltung
von Polarisationsfiltern fiir die linearen Polarisationen mit den Orientierungen 0,7/2,7/4, 37 /4
bzw. fiir die rechtszirkulare und die linkszirkulare Polarisation am Photodetektor messen wiirde.
Bezeichnet man diese Intensitdten als I(..), so lassen sich die Stokes-Parameter aus Intensitéts-
messungen ermitteln:

2
1+53) = L(o11 +jor2 — joo + 022),

(1-s3)= %(911 — Jjo12 +jo21 + 022)-

1) s/~
I(m/4) — I(31/4) = s9 (B.39)

I(rz) — I(1z) = s3

Wie man sieht, ist auch I(w/4) + I(37/4) = I(rz) + I(1z) = 1, die Intensitét ist immer die Summe
der in orthogonalen Polarisationszustanden gemessenen Intensitaten.

Die Matrix Gl. B.29 des statistischen Operators (auch Dichtematrix genannt) 148t sich wie folgt
umformen:

21 {(so—\/s%—ks%—ks% 0 )

S 0 S0 — /87 + 3+ 3
2 2 2 .
CUVETERR e ] a0
So + 783 —S1+ /87 + 85+ 53

Die erste Matrix in der eckigen Klammer beschreibt den unpolarisierten Anteil des Lichtes, ihre
Determinante Det(g;;) > 0. Wenn das Licht vollstandig polarisiert ist, ist die Matrix wegen sg = 1,
s2 + s3 4+ s2 = 1 die Nullmatrix, die Determinante hat den Wert Null. Die zweite Matrix in der
eckigen Klammer erfafit den vollstdndig polarisierten Anteil des Lichtes, ihre Determinante hat
den Wert Null. Ist das Licht unpolarisiert, so gilt wegen Gl.B.38 s; = so = s3 = 0, die zweite
Matrix ist die Nullmatrix, die erste Matrix ist wegen sg = 1 die Einheitsmatrix.

Die Parameter sg, s1, S2, s3 werden auch in der klassischen Optik definiert, sie heilen Stokessche
Parameter zur Charakterisierung von Polarisationszustidnden des Feldes. In der klassischen Optik
ist der Parameter so ein Maf fiir die (ohne Polarisationsfilter) gemessene Intensitéit des Lichtes
(hier in der Quantentheorie ist wegen der Normierung der Zustdnde immer sop = 1, so, als wiirde
man normierte Intensitdten I < 1 verwenden). Die Beziehungen Gl. B.35, Gl. B.37 sind daher fiir
den Fall der klassischen Optik wie folgt zu modifizieren:

@) e (@) () @) o

Ohne Beweis wird der Zusammenhang zwischen den Winkeln 2, 2y auf der Poincaré-Kugel und
den Stokes-Parametern zitiert:

53
s2+s

2

tan(2y) = ZT 0< 2 <2, tan(2y) = . —m/2<2) < /2. (B.42)

[ 1)
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B.3 Wellen und Photonen
B.3.1 Wellen in klassischer Beschreibung

Als Vorstufe zur Quantisierung denkt man sich das elektromagnetische Feld im Vakuum in ei-
nem Volumen V (z.B. in einem Wirfel) nach ebenen Wellen mit der Orts- und Zeitabhéngigkeit
exp [—j(wt — k- 7)] entwickelt. Jede ebene Welle ist in zwei orthogonalen Polarisationen vertreten.
Als Beispiel wird eine einzige Welle der Frequenz w und der Fortpflanzungskonstante k (w = kc¢) mit
gegebener linearer Polarisation herausgegriffen, welche in z-Richtung propagiert. Man beschreibt
sie durch eine komplexe Energieamplitude F(z,t) oder eine reelle Energieamplitude F.(z,t)

F(z,t) = V2hw a(t)e?*

a(t) = ape 7@t = |agle ™I (Wia), (B.43)

Fr(2,t) = R{F(2,t)} = 3 F(2,t) + 3F*(2,t) = V2hw|ag| cos (wt — kz — ¢@g).

F(z,t) ist so normiert, dal die Gesamtenergie der betrachteten Welle innerhalb des Normierungs-
volumens durch

1 1
H=g |F(z,8)|° = hwla(t)|]” = Shw(aa” +a’a) (B.44)

gegeben ist. Damit hat \a(t)|2 eine physikalische Bedeutung: Es ist die Anzahl der Energiequan-
ten (Photonen), welche sich in der betrachteten Welle (in dem betrachteten Modus des Feldes)
innerhalb des Volumens V befinden. Man transformiert auf neue Variable @), P wie folgt:

()= G2)(F) (H-FE)E) e

Durch diese Substitution erhélt man fiir die Gesamtenergie in der betrachteten Welle

1 1
H= 5P2 + 5(MQ)Z, (B.46)

ein Ausdruck, der formal der Energie eines harmonischen Oszillators mit dem Impuls P und der
Koordinate @ gleicht. Man beachte ferner

w@ ~ R(a) (Kophasalkomponente), P ~ S(a) (Quadraturkomponente). (B.47)

Die Gesamtenergie ist somit die Summe der Energien in der Kophasalkomponente und in der
Quadraturkomponente des komplexen Energiezeigers der Welle. Da bei der Quantisierung Impuls
P und Koordinate @ zu nicht kommutierenden Operatoren werden, lassen sie sich nicht gleichzeitig
scharf messen: Das fiihrt zu einer quantenmechanisch bedingten Unsicherheit der Messung des
Zeigers einer Welle, dem Quantenrauschen.

Nach GI. 3.68 erhélt man fir die klassische Bewegungsgleichung der Energieamplitude a

da _ 0a OH aaaHin—jwzQi .

mit der Losung a(t) = ag exp(—jwt), womit der Ansatz von Gl. B.43 nachtréglich bestétigt ist.

Jeder Modus des elektromagnetischen Feldes kann somit durch die Variablen @, P (oder al-
ternativ durch die Variablen a, a*), einen Polarisationsvektor und eine Fortpflanzungskonstante
k = w/c beschrieben werden.
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B.3.2 Quantisierung von Wellen

In der Quantentheorie werden aus den klassischen Groflen @@, P hermitesche, nicht vertauschbare
Operatoren:

Q=Q", P=r' [Q P|=jhl, (B.49)

aus den klassischen Beziehungen Gl. B.45 werden Operatorengleichungen:

a) 1 17 w@ wQY) _ Jhw (11 a (B.50)
a') " Vanw \1-3)\ P )’ p) V2 \—jj)\d ) '
Setzt man fiir @, P im Kommutator Gl. B.49 ein, so erhélt man
la,a'] = 1. (B.51)
Fiir den Energieoperator (Hamiltonoperator) folgt unter Verwendung des Kommutators Gl. B.51

1 1 1 1
H= 52" + §w2Q2 = ihw(@T +afa) = hw (aTa+ 21) . (B.52)

Der klassischen Bewegungsgleichung Gl. B.48 korrespondiert die Operatorengleichung (siehe auch
G1.3.72)

d 1 , .
dif = ﬁ[g’ H] = —jwa, Losung: a(t) = age 7", |ag,a}] = L. (B.53)

Die klassische reelle Energieamplitude Gl. B.43 wird zu einem hermiteschen Operator:

R - : [h , .
F.(z,t) = ?w [a(t)e’™ + al (t)e 7] = ?w [goeﬂ(‘”t*kz) Jrggej(‘”t*kz)} . (B.54)

B.3.3 Bosonen. Erzeuger- und Vernichteroperatoren

Zunachst sollen die Eigenwerte des Hamiltonoperators Gl. B.52 und die Bedeutung der Operatoren
a, a' untersucht werden. Man fiihrt einen hermiteschen Operator n ein,

1
n=a'a, somit H = hw (n—|— 2I> , (B.55)

und versucht, das Eigenwertproblem
njn) =nln) (B.56)
zu 16sen. Unter Verwendung der Vertauschungsrelation GI. B.51 folgt:

ataln) =nln)
(aa’ = D)|n) =nln)
adlln) = (n+1)n) (B.57)
a'aaf|n) = (n+1)af|n)
n{a’|n)} = (n+1){df[n)}.

Der Operator a! erzeugt somit aus einem Zustand |n ) mit dem Eigenwert n einen Eigenzu-
stand zum Eigenwert (n + 1), man bezeichnet a' als einen Erzeuger-Operator. Es muf noch die
Normierungskonstante ¢ ermittelt werden:

alln) =cln+1)
(nladf|n) =l (n+1|n+1)
(n|L+a'a|n) = (n|n)+ (nlnln) = |c>(n+1|n+1)
1+n=|c/?

(B.58)
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Es gilt daher fiir die Wirkung des Erzeugers:
alln) =vn+1|n+1) (B.59)

Analog erschliefit man die Wirkung des Operators a:

i) <t
(L+a'a)aln) = naln) (B.60)
n{a|n)}=(n—1){aln)},

der Operator a erzeugt somit aus einem Zustand |n ) mit dem Eigenwert n einen Eigenzustand
zum Eigenwert (n — 1), man bezeichnet g als einen Vernichter-Operator. Analog zu Gl. B.58 wird
die Normierungskonstante ermittelt; das Ergebnis lautet:

aln) =valn—1). (B.61)

Wenn ein Zustand niedrigster Energie existieren soll (entsprechend einem Minimalwert fiir n), dann
miissen die Eigenwerte n ganzzahlig sein: Nur in diesem Fall gibt es einen Eigenwert n = 0 und
einen Zustand |0 ), fiir den gemaf Gl. B.61 gilt a|0 ) = 0. Andererseits gibt es keinen Maximalwert
fir n, weil sich nach Gl.B.59 immer Zustinde zu héheren Werten von n erzeugen lassen. Das
Ergebnis lautet somit (der Operator n wird als Anzahloperator bezeichnet):

njn) =n|n), n=012..., (B.62)

die Zustande sind vollstdndig und orthogonal:

Sn)(nl =L (n|n') = (B.63)
n=0

Die Losung des Eigenwertproblems des Hamiltonoperators wird damit:
H|E,) =E,|E,), E,=hw(n+31), n=0,1,2,.... (B.64)

Die Energie wird in ganzzahligen Vielfachen von hw vergeben (diese Energieportionen nennt man
Photonen). Innerhalb eines Modus (in einer Welle des elektromagnetischen Feldes) kommt es nur
auf deren Anzahl n an, sie sind innerhalb eines Modus ununterscheidbar (sie lassen sich aber sehr
wohl von den Photonen in einer anderen Welle unterscheiden). Teilchen, von denen beliebig viele in
einen Zustand gehen kénnen, und die innerhalb dieses Zustands ununterscheidbar sind, bezeichnet
man als Bosonen.

Man beachte, dafi jede Welle eine minimale Energie besitzt: Fir n = 0 (es ist kein einzi-
ges Photon vorhanden, welches etwa von einem Photodetektor registriert werden kénnte!) ist die
Energie

1
By = 3. (B.65)

Man nennt sie Nullpunktsenergie, der Zustand ist der Vakuumzustand |0 ) . Diese endliche Energie
erklart sich dadurch, dafl wegen der Unschérferelation zwischen Kophasalkomponente und Quadra-
turkomponente (oder zwischen elektrischer und magnetischer Feldstéirke) nicht beide gleichzeitig
identisch null sein kénnen, sondern um den Erwartungswert Null Schwankungen ausfithren, die so-
genannten Nullpunktsfluktuationen. Diese Schwankungen koénnen ein anderes System stéren, etwa
Anlaf} einer Photonenemission eines angeregten Atoms sein. Vor der Quantisierung des elektro-
magnetischen Feldes wurde fiir so eine Photonenemission eines Atoms im Vakuum der Ausdruck
»Sspontane Emission* gepragt, weil kein Grund fiir die Emission ersichtlich war.
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B.3.4 Temperaturstrahlung. Bose-Einstein-Verteilung

Fiir ¢ < 1 gelten folgende Beziehungen (die zweite erhélt man aus der ersten durch Differenzieren
nach q):

1 00 1 00 an"
- an’ W _ Z_%nq"_l _ n=0 ) (B66)

1_q n=0 q

Der statistische Operator fiir ein System im thermischen Gleichgewicht ist durch GI. 2.130 gegeben.
Setzt man den Hamiltonoperator Gl. B.55 ein, so folgt

. < hw)

xp ( —no—

_ KT) 4 _ _w

0= T _nhiw = Sp(@)’ q = exp < k:T>' (B.67)
PIEP A

Damit berechnet man den Erwartungswert fiir die Anzahl von Photonen in einem Modus der
Temperaturstrahlung:

o0

0o Z (nlg"n|n) Z nqg"
() =7 = Splem) = 3 (n|on] m) = 22 _ i
n=0

S nlgtny S g
n=0

n=0

(B.68)

Setzt man fiir die Summen aus GIl. B.66 ein, erhélt man fir die mittlere Anzahl von Photonen in
einem Oszillator (einer Welle, einem Modus des Feldes) im thermischen Gleichgewicht

1
T S (B.69)

1—g¢q hw ’
exp T -1

Im optischen Frequenzbereich ist diese Anzahl auch bei sehr hohen Temperaturen klein gegen

Eins, das Licht verhélt sich nichtklassisch. Im Radiofrequenzbereich gilt bei Zimmertemperatur

7> 1, wir haben thermisches Rauschen mit klassischen Eigenschaften (Gaufisches Rauschen).
Analog berechnet man

=n+n (B.70)

on® =n2 —n?
Bei klassischem Rauschen ist 77 > 1, die relativen Leistungsschwankungen dn> /7? ~ 1. Der Grund
fiir die hohen Fluktuationen in einem Modus ist die Interferenz der Elementarfelder der Bosonen,
die sich zuféllig in Phase addieren, aber auch durch destruktive Interferenz ausléschen kénnen. Im
Quantenbereich ist wegen 77 < 1 auch die relative Intensititsfluktuation gro8, on? /At~ 1/n> 1.

Die Wahrscheinlichkeit, genau n Photonen in einem Modus der Temperaturstrahlung anzutref-
fen, ist nach GI1.2.119 und Gl. B.67

w(n) =Sp(eln) (n|) = (ne|n) = =— =a"(1—0). (B.71)

> d"
n=0

Aus GI. B.69 ist aber

n

1+7

Aus G1.B.71, GIL. B.72 folgt schlielich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Bosonen im thermi-

schen Gleichgewicht (Bose-Einstein-Verteilung)

1 1

:1+n'< 1)”'
1+ =
n

q= (B.72)

w(n) (B.73)
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B.3.5 Kohirente Zustidnde. Poisson-Verteilung

Den klassischen Grofien a, a* von GIl.B.44 entsprechen in der Quantentheorie die nicht-hermite-
schen Operatoren a, a', die somit keine Observablen darstellen. Die Eigenkets von a haben (wie
im folgenden gezeigt wird) eine enge Beziehung zu klassischen Wellen. Das Eigenwertproblem

ala) =ala), a = |ael?= (B.74)

hat komplexe Eigenwerte, die Eigenkets werden als a-Zustdnde oder koharente Zustande bezeich-
net. Man kann sie nach der Basis Gl. B.63 entwickeln:

a) :ch|n>. (B.75)
n=0
Setzt man in die Eigenwertgleichung Gl. B.74 ein und beachtet Gl. B.61, erhélt man
oo oo (oo}
ch\/ﬁm—l) :Zacnm) :ch+1\/n+1|n>. (B.76)
n=0 n=0 n=0

Durch Vergleich der Koeffizienten, Rekursion auf einen ersten Koeffizienten ¢y und Einsetzen in
die Entwicklung GI. B.75 folgt

n

acy, acy a™ cO
n = 3 n — s B.77
T T Val Z NG (B0

co wird aus der Forderung ermittelt, dal der Zustand normiert sein soll:

& a2n
(ala) =1 =Jeo - 2 < feof exp (laf). (B.78)

Mit einer willkiirlichen Phase ¢, von o lautet der koharente Zustand

o |a|2”6_‘04|2 .
=S e ). (B.79)
n=0 :

Mit Gl. B.74 erhélt man den Erwartungswert der Photonenanzahl in einem «o-Zustand:
(n)=m=(aln|a) = (a|a'e| a) = |a*. (B.80)

Damit kann der kohérente Zustand folgendermaflen geschrieben werden:

Z \/ 67"%|n (B.81)

Die Wahrscheinlichkeit, n Photonen in einem kohérenten Zustand anzutreffen, ist das Quadrat des
Absolutbetrags der Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit welcher der Ket |n ) in der Entwicklung
vertreten ist,

w(n) = r (Poisson-Verteilung). (B.82)

on® =n2 —n?=n. (B.83)

Der Vergleich mit der Bose-Einstein-Verteilung Gl. B.70 zeigt: Fiir hohe mittlere Photonenanzahl
7 > 1 sind die relativen Intensititsfluktuationen beim kohirenten Zustand sehr klein, on?/m? =
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1/m <« 1, der kohérente Zustand ist im Vergleich zum thermischen Licht fiir 77 > 1 ein sehr stabiles
Signal. Fiir 7 < 1 sind kohédrenter Zustand und thermisches Licht praktisch nicht zu unterscheiden,
fiir beide sind die relativen Intensitdtsschwankungen grof (m < 1 ist der Quantenbereich; man
beachte, daf sich die Aussage auf eine einzige Welle bezieht!).

Fiir den Erwartungswert des Operators der Energieamplitude Gl. B.54 mit einem kohé&renten
Zustand erhdlt man unter Verwendung der auch fiir a, giiltigen Eigenwertgleichung Gl. B.74:

h ) .
F . (z,t)) ={a|F. (z,1)|a) = it alag| a) e I@t=k2) 4 (o QT a ) ed(wi—kz)
r T 2 0 0
—, /%“ [lafe=7@t—he=va) 4 |glei(wt—himga)] (B.84)
= V2hw |a] cos (wt — kz — pq).

Der Vergleich mit Gl. B.43 zeigt, dafi der Erwartungswert des Feldoperators mit einem koharenten
Zustand eine ideale Sinuswelle gegebener Amplitude und Phase ist. Amplitude und Phase (oder
Kophasalkomponente und Quadraturkomponente) kénnen aber nicht gleichzeitig scharf gemessen
werden. Die quantentheoretische Beschreibung einer klassischen Sinuswelle ist der kohdrente Zu-
stand. Bei einer Messung des Zustandes sind Photonenanzahl, Phase und Amplitude nicht scharf
definiert (der Endpunkt des komplexen Zeigers ist nicht exakt definiert, sondern von einem Un-
schirfekreis umgeben). Beim Empfang mit einem Photodetektor setzt sich die Poisson-Verteilung
der Photonen in eine Poisson-Verteilung der Photoelektronen um, der Photostrom zeigt Schrotrau-
schen (Quantenrauschen). Es a8t sich zeigen, dafl sich das Licht von einem idealen, einmodigen
Laser in einem «-Zustand befindet.

B.3.6 Quantenrauschen beim Empfang von Wellen

Beim Empfang von Licht mit einem phasenempfindlichen Empfanger (Heterodyn-Empfianger) oder
bei der Verstarkung von Licht mit einem phasenempfindlichen Verstirker kommt es zu Quanten-
rauschen, weil Kophasalkomponente und Quadraturkomponente des Feldes einer Unschéarferelation
geniigen. Aus Gl. B.50, Gl. B.51 berechnet man fiir den Kommutator:

hw hw
== | 2 (B.85)
jhw jhw

= T[Q,QT] - T[QT&] = jhwl.

Aus GI.2.103 folgt die Unschéarferelation
1., . 1
AWQ)-AP 2 S |(jiwl)] = 5 hw. (B.86)

Fiir gleichzeitige Messungen nicht kommutierender Observabler gilt aber nach Gl.1.32 das dop-
pelte Unschérfeprodukt (bei Empfang oder Verstirkung mit einem phasenempfindlichen System
werden notwendigerweise gleichzeitige Messungen von Kophasal- und Quadraturkomponente vor-
genommen):

A(wQ) - AP > hw fir gleichzeitige Messungen (B.87)

Die minimale Unsicherheit beim Empfang oder der Verstdrkung mit einem phasenempfindlichen
System betrdgt somit fiir jeden Modus des Feldes hw, das ist eine dquivalente Rauschenergie,
die einem Photon pro Modus entspricht. Empfingt man ein Signal mit einer Bandbreite B, so
muf} nach dem Abtasttheorem der Zustand von B Moden pro Sekunde gemessen werden, was zu
einer minimalen, quantentheoretisch bedingten Rauschleistung von hwB fithrt (jeder empfangene
Modus liefert pro Sekunde die dquivalente Rauschenergie eines Photons). Im klassischen Bereich
lassen sich pro Modus zwei nahezu unabhéngige Messungen durchfithren (Amplitude und Phase,
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oder Kophasal- und Quadraturkomponente), da im Radiofrequenzbereich die Quantenenergie hw
so klein ist (auBerdem andere Rauschursachen — wie das thermische Rauschen — dominieren),
dafl die Nichtkommutativitiat von ), P nicht bemerkbar wird. Im optischen Bereich dagegen ist
wegen der vernachlissigharen Anzahl thermischer Photonen (siche G1. B.69) das Quantenrauschen
dominierend:

P =hwB (minimale Rauschleistung in der Bandbreite B) (B.88)

Die Unterschiede des Empfangs von Temperaturstrahlung und Laserstrahlung sollen nochmals
zusammenfassend deutlich gemacht werden:

Temperaturstrahlung ist in klassischer Beschreibung ein GauBlproze (gauBsches Rauschen),
der in seinen statistischen Eigenschaften vollstdndig durch das Frequenzspektrum oder dessen
Fouriertransformierte (die Autokorrelationsfunktion) gegeben ist. Die Bandbreite sei A f, die Be-
obachtungszeit fiir einen Modus des Feldes im Sinn von Gl. B.69 ist die Kohérenzzeit 7, = 1/Af.
Die Temperaturstrahlung sei mit einem Signal der Nachrichtenbandbreite B moduliert. Um die
Nachricht zu detektieren, mufi man somit Beobachtungszeiten 7" = 1/B wéhlen, und in die-
ser Zeit empfingt man somit M = Af/B unabhingige Moden der Temperaturstrahlung. Der
Strom ¢ am Photodetektor ist proportional zur empfangenen Photonenanzahl n, das Signal-
Rauschleistungsverhiltnis ist daher SRV = n?/én2.

Wir betrachten zunéchst den Quantenbereich hf/kT > 1, wegen Gl.B.69 n < 1, und somit
wegen G1.B.70 dn2 ~ n.

Wiéhlt man nun die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperaturstrah-
lung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so grofl wie die
fir den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher

2
= ~i<] (B.89)

n

SRV =

Es ist in diesem Fall nicht moéglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht un-
terscheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.

Wahlt man dagegen die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite A f
der Temperaturstrahlung, so empfangt man in einer Beobachtungszeit T' fiir die Modulation sehr
viele unabhingige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu N = Mn
addieren; da die Moden unabhéingig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungsquadrate
zu Mén2. In diesem Fall gilt somit

Mn)? _
SRV = (M(SLL ~Mi=N (B.90)
n

Die Modulation 148t sich gut empfangen, sofern die in einer Beobachtungszeit T' empfangene Pho-
tonenanzahl N sehr grof} ist (das ist der Fall fiir B < Af). Merksatz: Auch mit einer Taschenlampe
kann man gut morsen, weil man beim Empfang des langsam verdnderlichen Signals die schnellen
Fluktuationen der Temperaturstrahlung ausmittelt.
Wir betrachten nun den klassischen Bereich hf/kT < 1, wegen G1.B.69 n > 1, und somit
wegen G1.B.70 én2? ~ 72
Wahlt man wieder die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperatur-
strahlung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so grofl wie
die fiir den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher
72
SRV =— =1 (B.91)
on2
Es ist daher wieder nicht moglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht unter-
scheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.
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Wahlt man aber die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite A f
der Temperaturstrahlung, so empfangt man in einer Beobachtungszeit T fiir die Modulation wie-
der sehr viele unabhiangige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu
N = Mn addieren; da die Moden unabhéngig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungs-
quadrate zu Mén2 = Mn?. In diesem Fall gilt daher

~\2
SRV = (ML) ~ M (B.92)
Mon?
Die Modulation 148t sich gut empfangen, sofern M = Af/B > 1.

Fiir Laserstrahlung (einen Oszillator, der einen kohirenten Zustand emittiert) gelten obige
Beziehungen nicht. Das Lasersignal besitzt eine stabile Amplitude, die Linienbreite A f der Strah-
lung wird durch Phasenschwankungen dominiert, der Zufallsprozef ist nicht (wie jener der Tem-
peraturstrahlung) durch die Angabe des Leistungsspektrums (oder der Autokorrelationsfunktion)
vollstdndig bestimmt, siehe [21], Abb.6.5, S. 307 und Abschn. C.3. Fiir den idealen Laser gilt fiir
beliebige Beobachtungszeiten die Poisson-Verteilung Gl. B.82 mit dem mittleren Schwankungsqua-
drat 6n2 = 72 nach Gl. B.83. Es folgt somit fiir das Signal-Rauschleistungsverhéltnis

7712
SRV=—=n (B.93)
on?
Wird fiir eine hohe Modulationsbandbreite B die Beobachtungszeit sehr klein (und dementspre-
chend moglicherweise n < 1), so kann dennoch ein grofles SRV dadurch erzielt werden, daf§ man
die Signalleistung des Sendelasers vergroflert, um sicherzustellen, daf§ die in einer Beobachtungszeit
am Detektor registrierte Photonenanzahl n grof} ist.

B.4 Fermionen

Als Fermionen bezeichnet man Teilchen (es handelt sich um solche mit halbzahligem Spin), von
denen maximal ein einziges Teilchen in ein- und demselben Zustand vorhanden sein kann (sie sind
im Gegensatz zu den , geselligen“ Bosonen extrem ,ungesellig®). Es wird gezeigt, daf sich dieses
Verhalten durch folgende Vertauschungsrelationen fiir Vernichter und Erzeuger von Fermionen
reproduzieren 148t (zur Definition des Antikommutators siehe Gl.2.104):

B0 =1, b8y = [, 0"]4 =0. (B.94)

Der Operator bib st hermitesch, es soll untersucht werden, ob er analog zu Gl. B.55 die Bedeutung
eines Anzahloperators besitzt. Es ist das Eigenwertproblem

b'bln) =n|n) (B.95)
zu lésen. Aus den Antikommutatoren von Gl. B.94 folgt:

bbl +bTb=1
b'bb'b+ bbb = b'D
b'bb'b —bib =0 (B.96)
b'b(b'b— 1) =0

nn—1)=0

Die letzte Zeile folgt aus Gl.2.105, Gl.2.106. Der Anzahloperator besitzt nur die Eigenwerte n =
0,1 (entsprechend den Zustanden |0 ), |1 )), wie fiir Fermionen gefordert. Jetzt wird die Wirkung
von Erzeugern und Vernichtern iiberpriift:

bip[1) =1)
bb'b|1) =b|1)
(I-b'D)bl1) =b|1)

bib{b[1)} =0-{b]1)}

(B.97)
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Daraus folgt ferner (die Normierungskonstante hat den Wert 1)
bb|1) =bl0) =0. (B.98)

Vernichtet man im Zustand |1 ) ein Fermion, erhilt man den Zustand |0 ). Im Zustand |0 ) 148t
sich kein weiteres Fermion vernichten. Analog erhélt man aus

QWM:O
z()é*|ob>bl(|)o>> (B.99)
bb{b10)} =1-{b"]0)}
die Ergebnisse
blo) =[1), biblo) =bf[1) =o0. (B.100)

Im Zustand |0 ) 148t sich ein Fermion erzeugen, aber kein weiteres.

Zur Berechnung der Statistik im thermischen Gleichgewicht darf jetzt nicht der statistische
Operator von GI.2.130 verwendet werden. Der Operator von GI.2.130 gilt fir ein kanonisches
Ensemble, er maximiert den Erwartungswert des Entropie-Operators (—klng) (der Ausdruck
Sp[o(—kIn p)] wird maximiert) unter der Nebenbedingung, da8 der Erwartungswert der Energie
(H) gegeben ist.

Hier muf} der statistische Operator eines groflkanonischen Ensembles verwendet werden, wel-
cher den Erwartungswert des Entropie-Operators unter den Nebenbedingungen maximiert, dafl
sowohl der Erwartungswert der Energie ( H ), als auch der Erwartungswert der Teilchenanzahl
(b'b) = (N) gegeben ist (N = b'b ist der Anzahloperator).

Der statistische Operator fiir das groffkanonische Ensemble lautet:

(N—-H
oo (S51)

© e ()]

Die Konstante ¢ hat die Bedeutung des chemischen Potentials pro Teilchen. Interessiert man sich
fiir einen Fermionenzustand der Energie F, so ist der Energieoperator des Systems

(B.101)

H=EN = Eb'b. (B.102)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Fermion im Zustand anzutreffen, ist

w(l) =Sp(el1) (1])=(1]e|1)

<1 o [(C’;)N”1> o {(CkTE)} - ) . (B.103)
_ 21:<n exp {(4_161]?)]\[”71> 1 fexp {(C;TE)} ep [(Ek;c)] O

n=0

GIl. B.103 ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Wie man sieht, hat die Konstante ¢ die Bedeutung der
Fermi-Energie Er. Man erhélt somit die Fermiverteilung

1

FE — Er ’
exp T +1

w(l) = w(0) +w(1) = 1. (B.104)
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B.5 Der Oszillator bei grolen Quantenzahlen

Ein klassischer harmonischer Oszillator (Massenpunkt der Masse m) schwingt um die Ruhelage
z =0

d
x = Acoswt, p= md—f = —mwA ssin wt. (B.105)
Die Energie des Oszillators ist
»? 22 L 9,0 . o 2 L 942
H= o + W L = Srw A*(sin” wt + cos” wt) = 5w A*. (B.106)

Diese Energie wird fiir grole Quantenzahlen n mit der in Gl. B.64 berechneten Energie des quan-
tenmechanischen Oszillators verglichen:
1 1
E, ~ hwn = imw2A2, — n= §U2A2 mit v = % (B.107)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte w(z), mit welcher der klassische Oszillator in einem Intervall z, x 4+
dx auf der z-Achse lokalisiert werden kann, ist proportional zur Zeit dt, die er in diesem Intervall
verbringt. Aus

1 x dz

t= — arecos —, dt = RV e (B.108)

folgt fir die Wahrscheinlichkeitsdichte (mit einer Normierungskonstanten c)
c

w(z) = Voo (B.109)
Wegen

+A

x |+A
/ w(z)dx =1 = c arcsin Al = (B.110)
~A

erhilt man das Ergebnis
1

/A2 — 22

Die Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude i, (z) fir die Lokalisierung eines Oszillators mit der Ener-

gie E,, ist die normierte Losung der Schrodingergleichung Gl. 3.56. Sie lautet (v ist der in GL. B.107
definierte Parameter)

2.2
Yn(x) = \/mHn(vx)exp (—U; ), H,, Hermite-Polynom. (B.112)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist das Absolutbetragsquadrat der WDA
wy () = W’n(@‘z

(B.111)

w(z) =

= m H2(vz) exp (—v?2?). (B.113)
Diese Wahrscheinlichkeitsdichte sollte fiir grofle Quantenzahlen n gegen die Wahrscheinlichkeits-
dichte von GIl.B.111 konvergieren.

Zur Uberpriifung benétigt man die nachstehend angefithrten, fiir n > 1 giiltigen Beziehungen:

n! ~2nm (E) ',

&

o ()
[

COos «x

. ( 7 )
« = arcsin .
V2n

exp (na?) cos [(271 + ;) o— m}, (B.114)
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Diese Beziehungen werden in Gl B.113 eingesetzt. Ferner wird cosa durch v/1 — sin? a ersetzt.
Wegen sinarcsina = « erhélt man nach Kiirzen von Ausdriicken in Zéhler und Nenner und
teilweises Ersetzen von n durch A (nach G1 B.107 gilt 2n = v?A?) das Zwischenergebnis

2 1 nm
wp () = —m o &P (2na? — v*z?) cos® [(Qn + 2> a— 2]. (B.115)

Fiir grole Werte von n gilt

2.2
vTr 2 92

2na’® = 2n arcsin® (v:v = vz, (B.116)

~2n——
\/2n) 2n

und somit exp (2na? — v?z?) ~ 1. Die cos?-Funktion ist fiir groBe Werte von n eine extrem rasch

oszillierende Funktion (jeder Massen-,Punkt® mit einer noch so kleinen, aber endlichen Ausdeh-
nung wiirde sehr viele der Oszillationen der Funktion {iberdecken), sie kann durch ihren Mittelwert
1/2 ersetzt werden: Unter diesen Voraussetzungen liefern Gl. B.111 und Gl. B.115 identische Er-
gebnisse.

Abb. B.2 zeigt den Verlauf der klassisch und der quantenmechanisch berechneten Wahrschein-
lichkeitsdichten. Man beachte, daf3 der klassische Massenpunkt sich nur innerhalb des Intervalls
—A <z < 4+A aufhalten kann, wogegen fiir den quantenmechanischen Oszillator auch auflerhalb
dieser Grenzen eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit besteht (sie nimmt mit zunehmender
Entfernung von den klassischen Grenzen rasch ab). Die quantenmechanische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist innerhalb der klassischen Grenzen eine (fiir zunehmende Werte von n immer
rascher) oszillierende Funktion.

Abbildung B.2: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten (hier mit P(x) bezeichnet) der Lokali-
sierung eines klassischen und eines quantenmechanischen Oszillators.

XXII



B.6 Teilchen am halbdurchlissigen Spiegel

An einem verlustlosen, halbdurchlédssigen Spiegel gelten zwischen Eingangssignal und Ausgangssi-
gnal die Beziehungen (/2 Phasenverschiebung bei Transmission)

ED-G ) ()56 @) e

Die Matrix ist unitér, deshalb gilt (1]1)+ (2]2) = (3|3)+ (4]4).

Sind |1), |2 ) die Eingangssignale am zweiten Strahlteiler eines Interferometers (|1 ) ist die
am ersten Strahlteiler reflektierte, |2 ) die transmittierte und zusétzlich um ¢ phasenverschobene
Welle) so ist

2) =je?|1),  (1[1)=(2]2), (B.118)

und man erhdlt man durch Einsetzen in Gl. B.117 die Ausgangssignale

3)=HU NN (313)= (s (1]1) B.119)
4) = J51 -1 (4]4) = (1= cos ) (1]1)
Fiir ¢ = 0ist (4]4) =0 und (3|3) = (1]1) +(2]2) = 2(1]1).

Y2

Y4

Abbildung B.3: Verlustloser, halbdurchlassiger Spiegel.

Es sollen nun unterscheidbare (klassische) Teilchen betrachtet werden. Teilchen 1 im Eingang
1 ist durch den Zustand |1 ); beschrieben, Teilchen 2 im Eingang 2 durch |2 )5. Der vollstdndige
Eingangszustand kann durch einen Produktket |a ) = |1 )1|2 )2 =]|1,2 ) beschrieben werden (in
Kets oder Bras beziehe sich immer das erste Argument auf Teilchen 1, das zweite auf Teilchen 2).
Setzt man fiir |1 )1, |2 )2 aus GL. B.117 ein, so erhéilt man fiir den resultierenden Endzustand

\6>:%(—j|3,3>—\3,4>+\4,3>—j|4,4>) (B.120)

Es sind 4 Félle mit je einer Wahrscheinlichkeit von 25% moglich: Beide Teilchen werden reflektiert
(Zustand |4, 3 ) ); beide werden transmittiert (Zustand |3,4 ) ); Teilchen 1 wird reflektiert, Teilchen
2 wird transmittiert ((Zustand [4,4 )); Teilchen 1 wird transmittiert, Teilchen 2 wird reflektiert
((Zustand |3,3)).

Bei nicht unterscheidbaren Teilchen ist nicht klar, ob Teilchen 1 in Eingang 1, Teilchen 2 in
Eingang 2 landet, oder aber Teilchen 1 in Eingang 2, Teilchen 2 in Eingang 1. Es kénnen daher
zwei Zustdnde unterschieden werden, die sich symmetrisch oder antisymmetrisch im Bezug auf die
Vertauschung der beiden Teilchen verhalten:

(11,2) +12,1))

la)+ % ’ (B.121)
-=5(1L2) —|2,1))

la)
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Man beachte, daf sich die Kets auf die Ortszustinde beziehen; berechnet man durch Einsetzen
aus Gl. B.117 die entsprechenden Endzustéinde, so folgt

le)e=J5(=713,3) —jl4,4))

le)-=J5(=13,4) +14,3))

(B.122)

Bosonen existieren immer in insgesamt symmetrischen Zustédnden (z.B. Photonen im Ortszustand
|a )4, deren Zustand auch im Bezug auf den Spin = die Polarisation symmetrisch ist), sie landen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit im selben Ausgang (3 oder 4). Ist der Anfangszustand antisym-
metrisch, so landen die Teilchen immer in verschiedenen Ausgingen. Das trifft auch fiir Photonen
zu, deren Spinanteil (= Polarisationszustand) antisymmetrisch ist (antisymmetrischer Ortsanteil
und antisymmetrischer Spinanteil geben insgesamt einen beziiglich Teilchenvertauschung symme-
trischen Gesamtzustand).

B.7 Unmoglichkeit des Klonens von Zustianden

Soll ein Zustand | ¢ ); in einem Universum 1 in einem Universum 2 in einem Ket | ¢ )2 reproduziert
werden, so miiite ein unitdrer Operator U existieren, der folgende Eigenschaft besitzt:

Ulp)1l0)2 =Ulp,0) =@ )1le )2 =lv,¢) (B.123)

Fiir einen aus Eigenzustinden |1 ), |2 ) eines Operators superponierten Ket |¢ ) =all) +b|2)
miiiten daher folgende Beziehungen erfiillt sein:

Ulp,0) =g, ¢)
(al1) +0[2))(all) +b]2))
a?|1,1) +ab|1,2) +ba|2,1) +b2[2,2), (B.124)
Ule,0) =U(all) +b[2))[0)
=all,1) +b|2,2).

Diese Beziehungen sind nur fiir ab = 0 vertriglich. Der Zustand | ) mufl daher entweder der
bekannte Zustand |1 ) oder der bekannte Zustand |2 ) sein. Ein vollstdndig bekannter Zustand
|1) oder |2 ) kann aber immer durch Priparation erzeugt werden.

B.8 Bell-Zustande. Bell-Zustands-Messungen

Zwei Photonen mit orthogonalen Polarisationszustdnden |h ), |v) (horizontal, vertikal linear
polarisiert) fallen aus Richtungen 1, 2 auf einen halbdurchldssigen Spiegel. Eine mogliche Basis
bilden die Zustidnde

|h>1|h>2:‘h7h>7 |U>1|U>2:|U7U>7 |h>1|v>2:‘h7v>7 |’U>1‘h>2:|v7h>‘ (B.125)
Eine andere mogliche Basis bilden die verschrinkten Zusténde (Bell-Zusténde)

+ 1

@)t = J5(Ihh) +[v,0))  Spinanteil symmetrisch

@)1= J5(Ih.h) —[v,v))  Spinanteil symmetrisch (B.126)
[W)iy = J5(1h,v) +[v,h))  Spinanteil symmetrisch

)52 = Z5(Ih,v) —[v.h))  Spinanteil antisymmetrisch

Man beachte, dafl sich jeder der Zustédnde Gl. B.126 in jeden der anderen Zustinde durch Mani-
pulation eines einzigen Photons umwandeln 1i8t (z. B. |¥ )7, in |¥ )], dadurch, da die Phase
eines der Photonen um 7 verschoben wird). Zusténde | ¥ )7, lassen sich etwa durch parametrische
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Abwirtsmischung in optisch nichtlinearen Kristallen erzeugen (ein Photon der Energie hf zerfillt
spontan in zwei Photonen der Energie h f /2, welche mit verschrankten orthogonalen Polarisationen
in verschiedene, genau definierte Richtungen emittiert werden).

Welcher Bell-Zustand vorliegt, kann durch eine Bell-Zustands-Messung (BSM = Bell state
measurement) ermittelt werden.

Photon 4 zu Bob
EPR-Quelle -

Photon 2 zu Alice

Photon 1 Arm 3
—> \ > » pw1 ¥ h

¥ Arm 4 vi

PW2 — h2

VVZ

Abbildung B.4: Teleportation, Bell-Zustands-Messung. PW1, PW2 Polarisationsweichen, EPR-
Quelle (Einstein-Podolsky-Rosen-Quelle) erzeugt verschriankte Photonen.

Fiir die BSM wird zunédchst angenommen, dafl die verschriankten Photonen aus den Richtungen
1, 2 auf den halbdurchléssigen Spiegel fallen, siche Abb. B.4. Es ergeben sich folgende Verhéltnisse:

e |®)},, |® )5 Da die Spinanteile der Zustinde symmetrisch sind, miissen auch die Orts-
anteile symmetrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zustinden).
Beide Photonen gehen entweder in Arm 3 oder in Arm 4, und da sie gleiche Polarisation
aufweisen, an der Polarisationsweiche wieder in den selben Ausgang; es landen somit beide
Photonen in einem Detektor bei hl (oder v1, oder h2, oder v2).

e | ¥ )f,: Dader Spinanteil des Zustands symmetrisch ist, muf§ auch der Ortsanteil symmetrisch
sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zustinden). Beide Photonen gehen
wieder entweder in Arm 3 oder in Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach der Polarisationsweiche in verschiedene Ausgénge. Es landet ein Photon bei hl, eines
bei v1 (oder eines bei h2, eines bei v2).

e | ¥ )15: Da der Spinanteil des Zustands antisymmetrisch ist, muf auch der Ortsanteil antisym-
metrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zustdnden). Ein Photon
geht in den Arm 3, eines in den Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach den Polarisationsweichen in verschiedene Ausgénge. Es landet ein Photon bei hl, eines
bei v2 (oder eines bei h2, eines bei v1).

XXV



B.9 Teleportation eines Quantenzustands

Abb.B.4 zeigt die Versuchsanordnung: Der unbekannte Zustand eines Photons 1 (im Labor bei
Alice)

[ )1 =alh)1+Blvh (B.127)

soll an einem Photon 4 an einem anderen Ort (im Labor von Bob) reproduziert werden. Wie in
Abschn. B.7 erlautert wurde, ist ein Klonen des Zustands unmoglich. Es ist aber (wie nachstehend
gezeigt wird) moglich, das Photon 1 zu vernichten, und ein Photon 4 mit identischen Eigenschaften
zu Bob zu senden.

Zunichst erzeugt eine EPR-Quelle zwei verschrinkte Photonen 2, 4 im Zustand

_ 1
“1’>24:\ﬁ

Photon 2 1duft zu Alice, Photon 4 zu Bob. Der Gesamtzustand der Photonen 1, 2 und 4 ist das
direkte Produkt der Kets | )1 und | )5,:

(IR )2[v)a—]v)2lh)a) (B.128)

| W 124 = [@ )1 ¥ )yy =
=1 (a 1 U ) 2|V )4 — |V )2 =
f\?( |7 )1+ Blo ) ([ )2lv )a = v )2l h )a) (B.129)
= alh)ilh)z|v)s —alh)i]v)a|h)a+ Blv )il h)a|v)a = Blv )i]v )| h)a).

Dieser Ket 1a8t sich mit den in Gl. B.126 definierten Bell-Zustdnden folgendermaflen schreiben:

W 124 = 3| @ )o(af v )a — BB )a)+
+11®@ ) p(alv )a+ B8R )a)+
+4T )5 (—alh s+ Blv )a)+

31U ) (—alh g — Blv da).

(B.130)

Alice macht in ihrem Labor an den beiden ihr zur Verfiigung stehenden Photonen 1, 2 eine Bell-
Zustands-Messung. Das Ergebnis kann einer der vier moglichen Bell-Zustéande sein. Ist das Ergeb-
nis der Zustand |¥ )15, so kann sie Bob iiber eine klassischen Kanal mitteilen, daf sich das auf
dem Weg zu ihm befindliche Photon 4 im Zustand |¢ )4 = —a|h )4 — B|v )4 befindet, also bis auf
eine nicht observable Phase 7 teleportiert wurde. Sollte das Ergebnis der Zustand | ¥ )7, sein, so
kann sie Bob mitteilen, daff sich Photon 4 im Zustand —al|h )4 + |v )4 befindet, also Bob die
Phase zwischen |h )4 und |v )4 noch um 7 drehen muf. Fiir die restlichen beiden Moglichkeiten
gelten analoge Uberlegungen.

B.10 Die Bellsche Ungleichung

In Abschn. 3.1.2 wurde erwéhnt, daf in [4] gezeigt wurde, daf es keine lokale Theorie mit verbor-
genen Variablen geben kann, welche die Vorhersagen der Quantentheorie aus den verschrankten
Zustanden dupliziert. Man kann den Photonen beim Start keine klassische a-priori-Information
dariiber mitgeben, wie sie sich an zwei Orten A, B in einem Experiment zu verhalten haben,
derart, dal die Vorhersagen der Quantentheorie mit verschrinkten Zustdnden dadurch dupliziert
wiirden.

Die Versuchsanordnung sei wie in Abb. 3.1. Ein Analysator fiir lineare Polarisation bei A kann
unter den Winkeln ¢ 41, ¥ 42 orientiert werden, einer bei B unter ¥g1, ¥p2. Bei A werde eine
Variable a(¢) definiert, welche die Werte (+1) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
A ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Analog wird bei B eine Variable
b(1)) definiert, welche ebenfalls die Werte (41) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
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B ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Man definiert eine Funktion dieser
beiden Variablen

F(a7 b) = [a(19,42) + a(ﬁAl)]b(ﬁgl) + [a(ﬁAg) — a(ﬂAl)]b(ﬁBg). (B.131)

Wie man durch Einsetzen der moglichen Werte fiir die Variablen tiberprift, kann diese Funktion
nur die Werte +2 anehmen, es gilt

F(a,b) =42, d.h. |F(a,b)]=2. (B.132)

Man nimmt nun an, es existiere eine 'verborgene’ Variable A\, welche bei der 'Geburt’ der Zwillings-
photonen festgelegt wurde und das Zufallsverhalten der Photonen steuert (ndmlich, wie sie sich an
den Analysatoren zu verhalten haben). Die Variablen a, b sind nun von A abhingig, a = a(94, \),
b=>b(p,\).

Mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsdichte w(\) gilt nun

Jw(N)dr =1,
Jw(N)[F(a,b)|dr =2, (B.133)
| [ w(N)F(a,b)dA| <2.

Aus der letzten Zeile in Gl. B.133 folgt durch Einsetzen von F(a,b) aus Gl. B.131 die Beziehung

‘ < a(ﬁAQ,)\)b(’ﬂBl,)\) >+
+ < a(ﬁAl,/\)b(ﬁBh)\) >+ (B134)
+ < Cl(’l?Ag,)\)b(’l?Bg,/\) > —< a(ﬁAl,/\)b(ﬁBg,)\) > ‘ < 2.

Die spitzen Klammern bezeichnen Erwartungswerte beziiglich der Zufallsvariablen A. Kann diese
Beziehung (die Bellsche Ungleichung) in Auswertung irgendeines Experiments verletzt werden, so
kann fiir dieses System keine lokale Theorie mit verborgenen Variablen existieren. Im folgenden
Abschnitt wird gezeigt, daf§ diese Gleichung durch Experimente mit verschriankten Zustinden
verletzt werden kann.

Eine andere Ableitung der Bellschen Ungleichung wird in Kap. C.5 erlautert.

B.11 Die Verletzung der Bellschen Ungleichung mit ver-
schrankten Zustinden

Es werde der Zustand von Gl. 3.13 untersucht:

1
W/o>:ﬁ

Aus GI.3.11, GI. 3.14 werden folgende Beziehungen iibernommen:

(10,0) +[7/2,7/2)). (B.135)

(94,95 |%0) = (Ya —7/2,9p — m/2|¢h) = 5 cos (Ja — V),

C (B.136)
(Ja—7/2,0p o) = — (Va0 —7/2|tho) = Jsin(da—Vp).
Damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeiten W der einzelnen Ereignisse
W('L9A,'L93) = W(ﬁA — 7T/2, vp — 7T/2) = %COS2 (19A — 193), (B.137)

W(ﬁA—ﬂ'/ZﬁB): W(ﬁA,ﬁB—ﬂ'/2) Z%Sin2 (19,4—193).
Ein quantentheoretisch berechneter Erwartungswert des Produktes von Variablen a(d4)b(d5) ist
daher

< a(¥a)b(Wp) > = (+1)(+1)W(I4,9p) + (-1)(-1)W (4 — /2,95 — 7/2)+
+(HD)(-1)W (4,95 —7/2) + (=1)(+1)W (Ja — 7/2,95) = (B.138)
=cos? (V4 —Vp) —sin? (¥4 — V¥p) = cos (204 — 20p).
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Der nach GIl. B.134 zu berechnende Wert ist somit

| cos (2042 — 20p1) + cos (2041 — 29p1) + cos (2042 — 20p2) — cos (2041 — 20p2)|  (B.139)
Wiéhlt man beispielsweise fiir die Winkel

a1 =0, Yaa=mn/4, Ip1 =7/8, VUps=37/8, (B.140)
so erhélt man das Frgebnis
4
V2

Damit ist die Bellsche Ungleichung verletzt. Mefergebnisse mit verschrénkten Zustdnden sind
somit nicht durch eine lokale Theorie mit verborgenen Variablen zu erkléren. Zweifelsfreie endgiil-
tige experimentelle Ergebnisse zur Bestatigung der theoretischen Voraussagen iiber das Verhalten
verschrankter Systeme werden in [55] diskutiert.

Eine ausfiihrliche Behandlung von verschriankten Zustdnden (mathematische Behandlung, Er-
zeugung, ferner Grundlagen der in dieser Vorlesung nicht behandelten sogenannten Quetschzu-
stande = squeezed states) mit vielen weiterfithrenden Literaturangaben findet man in [6], [28],
[7].

[ cos(m/4)| = |—=| = 2v2 > 2. (B.141)
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Anhang C

Erganzungen

C.1 Andere Ableitung von Gl. (B.12)

Grundgedanke: Eine in einer Gleichung vorkommende Gréfle wird dadurch berechnet, dal man
die Gleichung so manipuliert, dafl die gewiinschte Grofle auf einer Seite der Gleichung multipliziert
mit 1 (oder mit einem Einheitsoperator) vorkommt. Man berechnet den in der Gleichung

b)) =Ula; ), UU =UU=I, (C.1)

vorkommenden Operator U am einfachsten dadurch, dal man die Gleichung von rechts mit dem
Bra (a; | multipliziert und tiber alle ¢ summiert. Man erhélt:

Do) (el =UD Jai) (| =UL=U (C2)

Damit ist der Transformationsoperator berechnet.

C.2 Anmerkung zum Text nach Gl. (B.122)

Unter Verwendung der vor Gl. (B.120) vereinbarten Bezeichnungsweise sollen zwei Photonen im
antisymmetrischen Zustand von Gl. (B.121)

_ 1
V2
auf einen halbdurchléssigen Spiegel treffen.

Orthogonale Polarisationszusténde werden mit |k ), |v ) (horizontal, vertikal linear polarisiert)
bezeichnet. Die beiden Photonen seien in einem antisymmetrischen Polarisationszustand

S

ﬂ(|172>*|271>) (C.3)

la) - (1)1]2)2—=12)1]1)2) =

1 1
\P>f—ﬁ ﬁ

Der Gesamtzustand ist das direkte Produkt des translatorischen Zustands mit dem Polarisations-
zustand und enthéalt vier Terme:

(Ih)afv)e —Jv)alh)e) = —=([hv) —|v,h)). (C4)

\a>—|p>—:%(\l,hhl?vvh—\1av>1|2,h>2—|2,h>1\1,v>2+|2,v>1|17h>2)~ (C.5)

Der Gesamtzustand ist — wie fiir Photonen (= Bosonen) gefordert — symmetrisch beziiglich einer
Vertauschung der beiden Teilchen.
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C.3 Anmerkung zum Quantenrauschen Kap. B.3.6

Den prinzipiellen Unterschied von thermischem (= gauflschem) Rauschen und einem Oszillator-
signal sieht man man sofort aus den Wahrscheinlichkeitsdichten: Trégt man in einem Diagramm
in z-Richtung die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kophasalkomponente (z-Richtung im Diagramm)
und der Quadraturkomponente (y-Richtung im Diagramm) auf, so ergibt sich fiir thermisches
Rauschen Abb. C.1. Transformiert man von den Variablen x 4 jy auf die Variablen Amplitude
und Phase Sexp (jo) = « + jy, so erhédlt man fiir die Amplitude S eine Rayleigh-Verteilung
(die Phase ist davon unabhingig gleichverteilt im Intervall 27), fiir die Intensitit P = S?/2 eine
Exponentialverteilung (siehe [21], Kap. 6.3.6).

z=0.809885
z=0.4987

z=0.187535

Abbildung C.1: Wahrscheinlichkeitsdichte von gauflschem Rauschen.

Ein Oszillator (ein nichlineares System) besitzt zwar ebenfalls keine Riickstellkraft auf eine
bestimmte Phase ((die Phase ist wieder gleichverteilt im Intervall 27), hat aber eine Riickstellkraft
auf eine stabile Amplitude: Wird die Amplitude zufolge von Schwankungserscheinungen zu grof,
so reicht die stationdre Energiezufuhr nicht aus, sie wird wieder kleiner; eine Stérung, welche
die Amplitude reduziert, wird durch die stationdre Energiezufuhr wieder aud den stabilen Wert
vergroflert, siehe Abb. C.2. Beim ideal amplitudenstabilen Oszillator mit der Amplitude A wiirde

Abbildung C.2: Wahrscheinlichkeitsdichte eines (noch nicht vollstindig amplitudenstabilen) Os-
zillators.

die Wahrscheinlichkeitsdichte in Abb. C.2 durch einen Kreiszylinder 6(S — A) beschrieben. Die
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Linienbreite eines Oszillators ist durch die Diffusionsbewegung der Phase (random walk) bestimmt.

In [21], Kap. 6.3. (Rauschen von Diodenlasern) werden Schwankungserscheinungen (auch Uber-
lagerungen von kohérenten Signalen mit gauschem Rauschen) mit allen relevanten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen detailliert beschrieben.

C.4 Wertetabelle zu F(a,b) von Gl. (B.131)
Es wurde behauptet, dafl die Funktion
F(a,b) = [a(Pa2) + a(941)]6(Fp1) + [a(Fa2) — a(Pa1)]b(VB2). (C.6)

nur die Werte F'(a,b) = £2 annehmen kann. Dies wird aus der nachstehenden Tabelle deutlich:

a(941)]a(¥.42)|b(051) b9 2)|a(Va2) + a(9a1)|a(Va2) — a(941)|F(a, b)
1 1 1 1 2 0 2
1 1 1| -1 2 0 2
1 1| -1 ] 1 2 0 —2
1 1| -1 ] <1 2 0 —2
1 | -1 | 1 1 0 —2 —2
1 | -1 | 1 | -1 0 —2 2
1 | -1 | -1 | 1 0 -2 -2
1 -1 | -1 ] -1 0 -2 2 (C.7)
~1 | 1 1 1 0 2 2
-1 | 1 1| -1 0 2 —2
1| 1 | =1 1 0 2 2
1] 1 | =1 ] -1 0 2 —2
-1 | -1 | 1 1 -2 0 —2
1| -1 ] 1 | =1 -2 0 —2
“1 | -1 | =1 ] 1 -2 0 2
“1 | -1 | =1 ] =41 —2 0 2

C.5 Andere Ableitung der Bellschen Ungleichung

Grundgedanke: Man stellt Beziehungen auf, die von Objekten erfiillt werden, welche dem lokalen
Realismus geniigen. , Lokal “ bedeutet dabei, dafl ein Meflergebnis an einem Ort 1 nicht von einer
Messung an einem anderen Ort 2 abhingen kann. ,Realismus “ bedeutet, dafl die gemessenen
Objekte die ihnen zugeschriebenen Eigenschaften tatsichlich und unverdnderlich besitzen (sofern
sie nicht weiteren Einflissen nach der Messung ausgesetzt waren).

Koénnen diese Beziehungen durch eine zu untersuchende Klasse von Objekten verletzt werden,
so kann die Annahme des ,Lokalen Realismus “ fiir diese Objekte nicht gelten.

Es werden nun identische Zwillinge betrachtet; an ihnen werden drei Merkmale untersucht, fiir
die jeweils zwei Moglichkeiten bestehen: Die Grofie (gro8, klein), die Augenfarbe (blau, braun)
und die Haarfarbe (dunkel, hell). Sie geniigen sicher der Annahme des lokalen Realismus, da jede
Person eine an ihr festgestellte Eigenschaft tatséchlich besitzt, und zwar unabhéngig von den an
anderen Personen gemessenen Eigenschaften.
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Eine andere Objektgruppe seien identische Photonenzwillinge, an denen wieder drei Merkmale
mit je zwei Moglichkeiten untersucht werden konnen: Die lineare Polarisation unter dem Winkel
% (ja = Hy, nein = V1), die lineare Polarisation unter dem Winkel J5 (ja = Hs, nein = V3) und
die lineare Polarisation unter dem Winkel ¥5 (ja = Hs, nein = V3).

Man untersucht das Verhalten folgender Objekte:

’ Identische Zwillinge \ Identische Photonenzwillinge ‘
Grofle (moglich: grof, klein) | Polarisation unter ¥ (moéglich: Hy, V;)
Augen (moglich: blau, braun) | Polarisation unter 2 (moglich: Hs, V)
Haare (moglich: dunkel, hell) | Polarisation unter ¥3 (moéglich: Hs, V3)

Es gibt 8 verschiedene Kombinationen fiir die 3 mefibaren Eigenschaften:

Kombination 1 || grofi=H; | blau=H> dunkel=H3
Kombination 2 || gros=H; | blau=H, hell=V3
Kombination 3 || grol=H; | braun=V5 | dunkel=Hj3
Kombination 4 || groB=H; | braun=V; | hell=V;
Kombination 5 || klein=V; | blau=Hs | dunkel=H3
Kombination 6 || klein=V; | blau=H, hell=V3
Kombination 7 || klein=V; | braun=V5 | dunkel=Hj;
Kombination 8 || klein=V; | braun=V5 | hell=V3

Fir die Anzahl Z der Paare mit bestimmten Eigenschaften gilt folgende Ungleichung:

grofi=H, grofi=H, Grofle egal
Z| blau=H, |<Z| Augenegal |+ Z| blau=H, |=
Haare egal dunkel=H3 hell=V3
grofi=H; grofi=H;
=7| blau=Hy; |+ 7Z| braun=V; |+
dunkel=Hj3 dunkel=Hj3
gro=H, klein=V;
+ Z| blau=H, |+ Z | blau=H>
hell=V3 hell=V3
In dieser ,Bellschen Ungleichung “ gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn
groB=H; klein=V;
Z| braun=V; |=0 und Z | blau=H, |= 0.
dunkel=Hjy hell=V;

Die Photonenzwillinge seien im verschrankten Zustand von Gl. (3.13).

1
%0 ) ZE(\QO)HW/?»W/?))- (C8)
Nach Gl. (3.14) gilt

(94,95 [%0) = 75 ((94,9510,0) + (I, 05| 7/2,7/2))

(C.9)
= % (cos ¥4 cos ¥p +sintdgsindp) = %cos (94 —Vp),
und somit auch
(Va,9 —7/2]1b) = % ((Va,9p —7/2|0,0) + (V4,95 —7/2|7/2,7/2)) (C.10)
= % (—cos ¥4 sin Up + sin ¥4 cos Ip) = %sin(ﬂA —9p).
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Die oben formulierte Ungleichung lautet fiir verschrinkte Photonenzwillinge wie folgt:
[ (01,02 [0 ) [> <[ (91,05 [0 ) > + | (2,95 — /2| ¢bo ) |? (C.11)
Speziell fiir ¥ = 7/8, ¥ = 0, ¥5 = —7/8 erhélt man

IN
Q
Q
w0

]

—

N
~
o~

—
_l’_
&z
=

£}

~

N

(C.12)

Die verschriankten Photonenzwillinge erfiillen somit nicht in allen denkbaren Féllen die Bellsche
Ungleichung. Die Annahme des lokalen Realismus gilt nicht fiir verschrankte Zustdnde. Zweifels-
freie endgiiltige experimentelle Ergebnisse zur Bestédtigung der theoretischen Voraussagen tiber
das Verhalten verschrankter Systeme werden in [55] diskutiert.

C.6 Photonen und Fermionen an Strahlteilern und Interfe-
rometern

C.6.1 Grundgleichungen

=
A 4%

A 4

=
ww

Abbildung C.3: Interferometer, bestehend aus zwei verlustlosen Strahlteilern Sy, So, zwei Spiegeln
und einem Phasenschieber P.

Am Strahlteiler S; gelten fiir Photonen die Erzeuger- und Vernichteroperatoren QI, a;, am
Strahlteiler So die Erzeuger- und Vernichteroperatoren cj, ¢;, i=1...4. Eingangszustande an den
Strahlteilern werden nach Photonen-Anzahl-Zustdnden (Fock-Zustdnden) |ni,ns ), |nj,n5 ) ent-
wickelt, die Ausgangszustdnde nach den Kets |ng,ng ), |n5,njy ). Es gelten folgende Vertau-
schungsrelationen (siehe auch Gl. (B.51)):

[azaaj] 6Zjl, [a’z’a]] [G‘L a;f}

0 ,j=1...4. (C.13)
Fiir die Operatoren g;r, ¢, gelten diese Relationen analog, ferner kommutieren alle a-Operatoren
mit allen ¢-Operatoren. Fiir Erzeuger und Vernichter gelten in Anwendung auf |n ) -Zustidnde die

Beziechungen Gl. (B.59) - Gl. (B.61). Daher ist z.B.
(@)™ (ah)"2]0,0) = v/nilno! |1, n2 ) (C.14)
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Analoge Bezichungen gelten fiir |ns,ng ), |nj,n5 ), |n,n} ). Verlustlose Strahlteiler erhalten die
Photonenanzahl, n; + ne = ns + n4, n} + nh = ni + n); (entsprechende Beziehungen gelten fiir
die Anzahl-Operatoren, g{gl + Q£g2 = ggg?, + g:rl% und gigl —I—Q;QQ = g;gg + QTLQZL). Fir verlustlose
Strahlteiler gelten die Transformationen

@\ _r(d

al ) ab )’

a, a
Wenn 7 eine unitdre Matrix ist, sind die Erhaltungssétze fiir Photonenanzahlen automatisch
erfiillt, fiir die inversen Transformationen gilt

QI =7t Q;

ab ) al )’

a ay
Der Phasenschieber P und die Anordnung des Interferometers konstituieren noch die Verkniipfun-
gen

o) _r(4 TT =TT =¢€ C
D=7(9). _TiT—¢. (C.15)

(6] (&)

T T
(C%) — 7t (Cf;) , TTH=TiT =€ (C.16)

(&) 1]

d=al, b =dep ) (C.17)

Allgemein gilt fiir einen verlustlosen Strahlteiler

T=(" P (jo)sin 3 CO.SB . , TT =TT =€. (C.18)
cos 3 exp (—ja) sin 8
Speziell fir a = —7/2, = m/4 resultieren die Beziehungen von Gl. (B.117) fiir einen verlustlosen

1:1-Strahlteiler:

1 /j 1 1 (= 1
T=— ), TT=— ). C.19
V2 <1 J) V2 ( ! —J> (€49
Aus den Gleichungen (C.15), (C.17) und (C.19) folgt fiir das Interferometer (bis auf einen nicht
wesentlichen Faktor mit dem Betrag 1)

t : i t
< cos(p/2)  sin(p/2) (a1 a
- i = . C.20
(cz) (—sm«om) cos(e/2) ) \ai ) = 7 \af (C.20)
Tz ist die unitdre Transformationsmatrix des Interferometers, die Umkehrung erfolgt mit der
; 1.
Matrix 77

(4) = (coter ~amte) (), e

Aus GI. (C.20) berechnet man

ches = cos®(ip/2) aja; + sin’(0/2) abay + 5 sinp (aja, + abay), (C.22)
cley =sin?(p/2) ala, + cos*(p/2) ala, — § sin o (ala, + alay),

und
cles + cley = ala, + ala, = N, (C.23)

ches — cley = cosp (ala, — abay) +sing (ala, + aba)) = P.

Der Operator N zeigt die Erhaltung der Photonenanzahl, der Operator P enthélt Information
iiber die Phasendifferenz in den beiden Interferometerzweigen. Fiir einige Eingangszustinde |¢g )
sollen nun die Ausgangszustinde nach dem ersten Strahlteiler |¢g; ) sowie am Ausgang des In-
terferometers |t ) berechnet werden.
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C.6.2 Eingangszustand |1,0)

Fiir den Eingangszustand
[Yr) =11,0) = (a])'(a))]0,0) (C.24)

folgt durch Einsetzen fiir ﬂ aus Gl. (C.16), Gl. (C.19)

[Us1) = 5 (=ja} +a])|0.0) = 2= (<3110} +]0.1)). (C.25)
Das Photon lduft nach dem Strahlteiler mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 in die Arme 3,4. Man
kann diesen Zustand als ,pfadverschriankten“ Zustand eines Photons mit dem Vakuumzustand
auffassen. Genau so wie bei der spukhaften Fernwirkung im Abschnitt 3.1.2 ist das Photon weder
im Zweig 3 noch im Zweig 4, erst nach der Messung (WW-Detektion!) seiner Anwesenheit (oder
Abwesenheit) in einem Zweig wird klar, daf§ das Photon im anderen Zweig nicht vorhanden (oder
vorhanden) ist. Dadurch ist aber keine Interferenz mehr moglich. Die Addition von Wahrschein-
lichkeitsamplituden fiir einander paarweise ausschliefende Ereignisabldufe (keine WW-Detektion)
148t sich daher als Pfadverschrankung von Zustdnden in zwei (oder mehreren) Welten deuten.
Setzt man in Gl. (C.24) fiir QI aus Gl. (C.21) ein, so erhdlt man den Zustand am Ausgang des
Interferometers:

[hr) = [cos(p/2) e} = sin(p/2) }]10,0) = cos(p/2)|1,0) —sin(p/2)[0,1). (C.26)

Ist die Phasenverschiebung ¢ = 0, so erfolgt konstruktive Interferenz in den Arm 3, siehe Abb. C.3,
das Photon verlafit das Interferometer im Arm 3. Aus Gl. (C.23) berechnet man ferner

<1/11 )2:223 +Q:r;£4‘ 1/Ur> = (1 [N|¢r) =1,
<¢1 )Q:T‘,Qa - QT;Q;‘ ¢1> = (Y1 |P|¢r) = cosp.

(C.27)

Die erste Beziehung zeigt die Erhaltung der Photonenanzahl, die zweite Gleichung gibt die Pha-
seninformation (die Differenz der Zahlraten an den Ausgingen des Interferometers variiert mit

cos ).

C.6.3 Eingangszustand |1,1)

Der Eingangszustand sei
[ve) =11,1) = (a})}(a)"0,0). (C.28)

Durch Einsetzen fiir af, al aus Gl. (C.16), Gl (C.19) erhélt man den Zustand am Ausgang des
Strahlteilers Sq:

W1 ) = d5(—ja} +a}) Z5(a} - ja})[0,0)

1

10 ot ot , (C.29)
= 1[—j(ah)? — j(@})?)10.0) = —<(12,0) +10,2)).
Das Ergebnis ist (in anderer Schreibweise) identisch mit der Aussage von Gl. (B.122): Bosonen
existieren in insgesamt symmetrischen Zustédnden, sie landen beide mit gleicher Wahrscheinlichkeit
in einem der beiden Ausgénge. Da g}; am Phasenschieber P (siche Abb. C.3) nach Gl (C.17) mit
dem Faktor exp(j¢) multipliziert wird, erhélt der Zustand |2,0 ) den Phasenfaktor exp(2jp): Es
ist zu vermuten, dafl geeignete Meflgrofien im Ausgang des Interferometers in Abhéngigkeit von der
Phasenverschiebung ¢ wie cos(2¢p) variieren (beim einfachen Interferometer Gl. (C.27) Variation
mit cos¢); damit hitte sich die Phasenempfindlichkeit des Interferometers mit verschrinkten 2-
Photonen-Zustdnden verdoppelt.
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Fiir Fermionenoperatoren b, b" kann man die Beziehungen Gl. (C.13) iibernehmen, indem man
Antikommutatoren statt Kommutatoren postuliert. Dadurch ergibt sich fir Fermionen fiir einen
Eingangszustand |¢p ) = |1,1) als Ausgangszustand am Strahlteiler der Zustand |¢g1 ) =
|1,1), in Bestdtigung der fritheren Aussage, dafi Fermionen nie im selben Ausgang erscheinen.
Unabhéngig von der Phase ¢ erhielte man in diesem Fall am Ausgang des Interferometers ebenfalls
den Zustand |¢r ) =|1,1).

Setzt man in Gl. (C.28) fiir g{, gg aus Gl. (C.21) ein, erhdlt man den Zustand am Ausgang des
Interferometers:

1) = [chcos(p/2) — ¢} sin(p/2)][ch sin(p/2) + cf cos(/2)][0,0 )

L (C.30)
= 75sin@(]2,0) —10,2)) +cosep[1,1).

Fir ¢ = 0 ist der Ausgangszustand wieder gleich dem Eingangszustand. Die Wahrscheinlich-
keitsamplitude, 1-Photonen-Koinzidenzen in den Armen 3’, 4’ zu finden, variiert wie cos ¢, die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, 2-Photonen-Detektionen im Arm 3’ oder im Arm 4’ zu registrie-
ren, variiert wie sin ¢. Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeiten W (1,1), W(2,0) und W (0, 2)

W(1,1) =cos? ¢ = 1[1 20)],
(1.1) = cos?p = 31+ con(2)] (©31)
2

W(2,0) + W (0,2) = sin? ¢ = 1[1 — cos(2¢)].

Fiir die Summe und Differenz der Photonenzahlen an den Ausgéngen 3', 4’ berechnet man in
diesem Fall

<¢1 ches +QTLQ4‘ ¢1> = (Y1 |N|vYr) =2,
(C.32)
<¢1 ches — 2124‘ 1/11> = (Y1 |P[¢r) = 0.
Die Phaseninformation 148t sich folgendermafien gewinnen:
<¢1 Qgggglg’ ¢1> = cos? p = 1[1 + cos(2¢p)]
(C.33)
(wr]elcleses| wr) = (w1 |dhesteles = D] r) = sin® o = 11 = cos(2¢)].

Maximal pfadverschriankte N-Photonen-Zustédnde (analog zu den pfadverschriankten 2-Photonen-
Zustanden von Gl. (C.29)) werden auch NOON-Zustinde genannt:

1
V2

Da der Operator (g};) im Phasenschieber des Interferometers mit dem Faktor exp(Njy)
multipliziert wird, ist plausibel, daf geeignete Ausgangsgrofien wie cos(N¢) variieren; damit ist
die Phasenempfindlichkeit des Interferometers von cos¢ auf cos(N¢) erhoht worden. Maximal
pfadverschrinkte N-Photonenzustéinde bilden somit einen Quantenzustand mit der effektiven de-
Broglie-Wellenlédnge A/N und bieten dementsprechend héhere Auflésungen in der Mikroskopie und
Lithographie.

Man beachte, dafi die Aussagen von Gl. (C.28) und GI. (C.29) nicht skalierbar sind (ein Ein-
gangszustand |2,2 ) fiihrt zu einem Zustand |¢g, ) = @(\4,0) +10,4)) + 3/2,2) nach dem
Strahlteiler, nicht auf %(M, 0) +10,4))).

Eine ausfiihrliche quantentheoretische Behandlung von Interferometern findet man in [53] (die
zum Lesen der Arbeit ndtigen Beziehungen aus der Algebra nichtkommutierender Operatoren
kann man z.B. [29] entnehmen). Dissertationen zum Thema Quanteninterferometrie, Photonen-
verschrankung sind [39], [50], Experimente mit verschriankten Mehrphotonenzustinden sind in
[49], [36] beschrieben. [25] diskutiert noch immer bestehende Probleme bei der Interpretation von
Quantenmessungen.

INOON ) = —(|N,0) +[0,N )). (C.34)

N
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