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Zusammenfassung

Die Vorlesung bietet eine elementare Einführung in die Quantentheorie, die in zunehmendem Maße
auch für die praktische Tätigkeit von Ingenieuren relevant wird. So basieren moderne Halbleiter-
bauelemente (auf dem Gebiet der Optischen Nachrichtentechnik und in der Halbleiterelektronik) in
ihrer Funktion auf quantenmechanischen Eigenschaften des Elektrons [3] [24] [26]. Dienstintegrier-
te Breitbandnetze übermitteln Nachrichten durch Lichtsignale (sogenannte photonische Netze);
die Erzeugung, Verstärkung und Detektion von Licht erfordert Kenntnisse der Quantennatur des
elektromagnetischen Feldes und der mit ihnen wechselwirkenden Ladungen, da die prinzipiellen
Grenzen der Übertragungsgüte auf Quantenphänomenen beruhen. Diese Gesichtspunkte werden
auch in den Übungen und Anwendungsbeispielen bevorzugt behandelt. Nichtklassische Korrelatio-
nen (verschränkte Zustände) finden bereits praktische Anwendungen in der Quantenkryptographie,
in der Quanten-Metrologie (z. B präzise Phasenmessungen mit optischen Interferometern) und in
der hochaufgelösten Lithographie. Verlustlose Strahlteiler und Interferometer für Photonen und
Fermionen werden quantentheoretisch behandelt. Eine Diskussion der subtileren Aspekte der In-
terpretation quantenmechanischer Probleme (wie etwa der verschränkten Zustände) findet man
in [23][31][5]. Zweifelsfreie endgültige experimentelle Ergebnisse zur Bestätigung der theoretischen
Voraussagen über das Verhalten verschränkter Systeme werden in [55] diskutiert. Interessante
praktische Anwendungen verschränkter Zustände („gesünder Röntgen mit verschränkten Photo-
nenpaaren “)werden in [57] leicht verständlich besprochen.

Die Vorlesung gibt eine Einführung in die Problematik der Quantentheorie, in den sogenann-
ten Dirac-Formalismus (Bracket-Formalismus) der Quantentheorie (er bietet den Vorteil, daß sich
grundlegende Beziehungen algebraisch anschreiben lassen und somit keine Vorkenntnisse über par-
tielle Differentialgleichungen erfordern; in den Übungen wird gezeigt, wie sich diese Schreibweise
auch vorteilhaft zur Lösung mathematischer Probleme einsetzen läßt) und in die Systemdynamik.
Die Betonung liegt eher auf der Diskussion von Strukturfragen der Quantentheorie, der Entwick-
lung einer Anschaulichkeit für quantenmechanische Abläufe und der Formulierung von Problemen,
weniger auf der tatsächlichen Durchrechnung konkreter Systeme. Durch diese Einführung sollte
der Hörer imstande sein, sich auch in anspruchsvolleren Texten der Quantenelektrodynamik zu-
rechtzufinden.



Inhaltsverzeichnis

1 Einführung in die Problematik 1
1.1 Wellen und Teilchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Interferenzexperimente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.1 Experiment mit klassischen Teilchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 Experiment mit klassischen Wellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.3 Experiment mit Elektronen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Die Unschärferelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.1 Unschärferelation. Komplementarität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Messung zu gleichen Zeiten und gleichzeitige Messungen . . . . . . . . . . . 11
1.3.3 Beugung von Licht an einer Öffnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 Forderungen an einen Formalismus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Entwicklung des Bracket-Formalismus 16
2.1 Zustände als Vektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.1 Beziehungen zur Vektorrechnung und Matrizenrechnung . . . . . . . . . . . 18
2.1.2 Zustandsraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Dirac-Zustände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.1 Realisierbare Zustände als Superposition von Dirac-Kets . . . . . . . . . . . 21
2.2.2 Allgemeine Schreibweise für Basiskets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Unitäre Basistransformationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4 Observable als Operatoren. Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.1 Das Eigenwertproblem hermitescher Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.2 Observable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.6 Verträgliche Messungen. Kommutierende Observable . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Verschränkte Zustände und spukhafte Fernwirkung . . . . . . . . . . . . . . 31
2.6.1 Vollständiger Satz kommutierender Observabler . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.6.2 Lop für zwei oder mehr kommutierende Observable . . . . . . . . . . . . . . 32

2.7 Nichtverträgliche Messungen. Kommutatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.8 Operatorfunktionen. Projektoren. Spur des Operators . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.8.1 Projektionsoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.8.2 Operatorfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.8.3 Spur eines Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.9 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte für reine Zustände und Gemische . . . 35
2.9.1 Gemische . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.9.2 Anmerkung zum statistischen Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.10 Der Weg von der Ignoranz zum Zustandsket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

i



3 Einfache Systeme und Systemdynamik 38
3.1 Nichtklassische Korrelationen von Ereignissen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.1 Interferenz am Doppelspalt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.1.2 Die spukhafte Fernwirkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.1.3 Experimente zur Frage der Komplementarität . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.1.4 Der „quantum-eraser“ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Ortsdarstellung und Impulsdarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3 Schrödingergleichung. Harmonischer Oszillator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4 Das Grundproblem der Dynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5 Das Heisenbergbild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.6 Ehrenfestsches Theorem. Die Energie-Zeit-Unschärferelation . . . . . . . . . . . . . 53
3.7 Das Schrödingerbild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.8 Die Schrödingergleichung für die zeitabhängige Wahrscheinlichkeitsamplitude . . . 55

A Ableitungen I
A.1 Ableitung der Unschärferelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I
A.2 Ableitung einer Vertauschungsrelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I
A.3 Zeitunabhängige Eigenwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II
A.4 Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III

B Übungen und Anwendungen V
B.1 Bracketschreibweise und Integralgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V
B.2 Der zweidimensionale unitäre Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VI

B.2.1 Eine spezielle Basistransformation. Lineare und zirkulare Polarisation von
Photonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VI

B.2.2 Der statistische Operator. Der Polarisationsgrad . . . . . . . . . . . . . . . IX
B.3 Wellen und Photonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XII

B.3.1 Wellen in klassischer Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XII
B.3.2 Quantisierung von Wellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XIII
B.3.3 Bosonen. Erzeuger- und Vernichteroperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . XIII
B.3.4 Temperaturstrahlung. Bose-Einstein-Verteilung . . . . . . . . . . . . . . . . XV
B.3.5 Kohärente Zustände. Poisson-Verteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XVI
B.3.6 Quantenrauschen beim Empfang von Wellen . . . . . . . . . . . . . . . . . XVII

B.4 Fermionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XIX
B.5 Der Oszillator bei großen Quantenzahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXI
B.6 Teilchen am halbdurchlässigen Spiegel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXIII
B.7 Unmöglichkeit des Klonens von Zuständen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXIV
B.8 Bell-Zustände. Bell-Zustands-Messungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXIV
B.9 Teleportation eines Quantenzustands . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXVI
B.10 Die Bellsche Ungleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXVI
B.11 Die Verletzung der Bellschen Ungleichung mit verschränkten Zuständen . . . . . . XXVII

C Ergänzungen XXIX
C.1 Andere Ableitung von Gl. (B.12) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXIX
C.2 Anmerkung zum Text nach Gl. (B.122) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXIX
C.3 Anmerkung zum Quantenrauschen Kap. B.3.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXX
C.4 Wertetabelle zu F (a, b) von Gl. (B.131) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXXI
C.5 Andere Ableitung der Bellschen Ungleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXXI
C.6 Photonen und Fermionen an Strahlteilern und Interferometern . . . . . . . . . . . XXXIII

C.6.1 Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXXIII
C.6.2 Eingangszustand |1, 0 ⟩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXXV
C.6.3 Eingangszustand |1, 1 ⟩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XXXV

Literaturverzeichnis XXXVII

ii



Druckfehler, Anmerkungen XL

iii



Kapitel 1

Einführung in die Problematik

1.1 Wellen und Teilchen
Aus unserer alltäglichen Anschauung haben wir Vorstellungen zu den Begriffen „Teilchen“ und
„Welle“ entwickelt. Wellen erzeugt man auf der Wasseroberfläche, indem man einen Stein ins Was-
ser wirft; wirft man zwei Steine ins Wasser, so zeigen die von jedem der beiden hervorgerufenen
Wellen Interferenzen. Es erschiene uns abwegig, durch die Luft fliegende Kieselsteine als Wellen
beschreiben zu wollen (dazu besteht auch keine Notwendigkeit, weil niemand „Kieselsteininterfe-
renzen“ beobachtet hat und erklären muß). Ebenso abwegig erschiene es uns, zwei interferierende
Wasserwellen als miteinander wechselwirkende Teilstrahlen von „Wasserteilchen“ zu verstehen, und
der Versuch, die Interferenz als Folge von Stößen zwischen einzelnen Wasserteilchen zu erfassen,
wäre zum Scheitern verurteilt.

Im Mikrokosmos sind die Verhältnisse anders. Es gibt Erscheinungen, die wir als „Teilchen“
oder „Wellen“ ansehen, obwohl wir sie nie im Sinne einer Alltagsanschauung wie Wasserwellen
oder Kieselsteine „gesehen“ haben: So sind Elektronen eben Teilchen, elektromagnetische Wellen
sind eben Wellen. Warum? Weil uns der Physiklehrer eine Klasse von Experimenten erzählt hat,
die zu diesen Schlüssen berechtigen (und wir haben ihm geglaubt). Er hätte uns aber eine ganz
andere Klasse von Experimenten sagen können, die zu ganz anderen Schlüssen geführt hätten.
Dazu nur zwei Beispiele:

• Beim äußeren Photoeffekt kann Licht (eine Welle) aus einem Festkörper Elektronen (Teil-
chen) auslösen. Aber: Wenn die Wellenlänge des verwendeten Lichtes eine bestimmte Grenz-
wellenlänge in Richtung größerer Wellenlängen überschreitet, werden keine Elektronen aus-
gelöst, ganz egal, wie groß die Lichtintensität gewählt wird. Das ist unverständlich; wenn
jedem Elektron eine bestimmte Energie zugeführt werden muß, um es aus dem Festkörper
austreten zu lassen, müßte dies durch Erhöhen der Wellenintensität immer möglich sein.
Die „Erklärung“ gelingt zwanglos, wenn man sich Licht als einen Strom von Lichtteilchen
(Photonen) vorstellt, wobei die Energie der einzelnen Photonen umgekehrt proportional zur
Lichtwellenlänge ist: Bei Überschreiten der Grenzwellenlänge reicht die Energie des Lichtteil-
chens nicht mehr aus, in einem „Stoß“ mit dem Elektron diesem die nötige Austrittsenergie
zu verleihen (die kooperative Übertragung der Energie zweier Lichtteilchen auf ein Elektron
ist extrem unwahrscheinlich, dazu müßten zwei Photonen und ein Elektron gleichzeitig „zu-
sammenstoßen“). Fazit: Eine Welle (Licht) „benimmt“ sich beim äußeren Photoeffekt so, als
bestünde sie aus Teilchen (Photonen).

• Schießt man Elektronen (Teilchen) mit möglichst genau definierter Geschwindigkeit und
Richtung durch Kristalle und fängt sie auf einer dahinter angeordneten Folie auf, so entstehen
typische symmetrische Muster der Auftreffhäufigkeit dieser Elektronen. Die Muster sind nicht
aus der Anwendung der Stoßgesetze oder der elektrostatischen Kräfte zwischen Elektronen
und Kristallionen zu erklären (man könnte den Versuch auch mit Neutronen ausführen, bei
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denen keine elektrostatischen Kräfte auftreten). Interpretiert man dagegen die Elektronen
als Welle mit einer Wellenlänge, die dem mechanischen Impuls der Elektronen umgekehrt
proportional ist, so lassen sich die Muster als Interferenzen von Wellen deuten, welche durch
regelmäßig angeordnete Hindernisse (Atome im Kristall) gebeugt wurden. Fazit: Teilchen
(Elektronen, Neutronen) „benehmen“ sich bei der Beugung am Kristallgitter so, als wären
sie Wellen (Materiewellen).

Die Quantentheorie entwickelt einen Formalismus, mit dem sich diese Dualität von Wellen-
aspekt und Teilchenaspekt quantitativ erfassen läßt. Für den Makrokosmos, in dem Quantenphä-
nomene nicht manifest werden (Kieselsteine und Wasserwellen), liefert sie identische Aussagen wie
die klassischen Theorien.

Es erscheint „unanschaulich“, daß sich Teilchen wie Wellen und Wellen wie Teilchen verhal-
ten sollen; daher ist eine kurze Kritik der „Anschauung“ angebracht. „Anschaulich“ erscheint uns
etwas, was auf Kategorien zurückgeführt wird, die wir aus unserer täglichen Anschauung ken-
nen: elastische Federn, Stöße, Wasserwellen, Kieselsteine. Wohlgemerkt: Das sind nicht notwendig
Dinge, die wir „verstanden“ haben, sondern vielfach haben wir uns nur daran gewöhnt, mit den
Begriffen zu operieren, ohne sie je verstanden zu haben (was ist eine Feder? Das glaubt jeder zu
wissen, der auf einem Diwan gehopst ist oder an einem Expander gezogen hat). Es ist ganz na-
türlich, daß auf den Mikrokosmos (einen Bereich, der sich unserer täglichen Anschauung entzieht)
jene Begriffe nicht passen, die wir aus dem Umgang mit dem Alltag entwickelt haben (Wellen,
Teilchen). Daher ist auch Verzweiflung unangebracht (was sind sie nun? Wellen oder Teilchen? Sie
können doch nicht beides sein!). Aus dem Zur-Kenntnis-Nehmen von experimentellen Befunden
im Mikrokosmos können wir uns mit den Spielregeln anfreunden, uns an sie gewöhnen (wie man
Spielregeln für Skat oder Monopoly akzeptiert), dafür eine „Anschauung“ in dem Sinne entwickeln,
daß wir prognostizieren können, wie sich eine hypothetische Situation im Mikrokosmos weiter ent-
wickeln wird, genauso, wie wir voraussagen können, was passiert, wenn wir einen Stein aus der
Hand fallen lassen (er wird eben zu Boden fallen).

Eine Warnung ist vonnöten: Wir müssen damit rechnen, daß es auch andere Begriffe (außer
„Welle“ und „Teilchen“) gibt, die sich nicht naiv und ungestraft aus dem Alltag in den Mikrokosmos
übertragen lassen. Nehmen wir den Begriff „Bahn“ (einer Lokomotive, eines geworfenen Steins,
etc)̇: Steine und Lokomotiven werden wir durch unsere Beobachtung ihrer Bewegung auch durch
noch so „scharfe“ Blicke nicht in ihrer Bewegung merklich beeinflussen können. Im Mikrokosmos ist
das anders. Um Elektronen zu „sehen“, müssen wir sie mit Lichtteilchen „bewerfen“, deren Energie
möglicherweise größer ist, als die des Elektrons. Das Elektron wird bei der ersten Beobachtung aus
seiner „Bahn“ geworfen, bei einer folgenden Beobachtung ist das Elektron nicht dort, wo es gewesen
wäre, wenn wir die erste Beobachtung nicht versucht hätten. Der Begriff „Bahn“ muß vielleicht ganz
aufgegeben werden: Der Mond zieht seine Bahn um die Erde. Aber: Zieht ein Elektron seine Bahn
um ein Proton (Wasserstoffatom)? Wie wollte man sie registrieren? Dazu folgende Überlegung: Ein
Wasserstoffatom hat einen Durchmesser von ungefähr 1Å= 10−8 cm. Wollten wir die Bahn auf 1 %
genau vermessen, müßte man Distanzen von 10−2Å= 10−10 cm auflösen. Da man mit Licht aber
Details nur bis in die Größenordnung der verwendeten Lichtwellenlänge auflösen kann, müßten
wir Licht der Wellenlänge 10−10 cm verwenden: Dem entspricht eine Photonenenergie (Energie
der Lichtteilchen) von ungefähr 1,24 MeV. Da die Ionisierungsenergie eines Wasserstoffatoms nur
13,6 eV beträgt, ist leicht einzusehen, was passiert: Wenn wir mit einem Photon der Energie 1 MeV
auf ein H-Atom werfen, treffen wir vielleicht das Elektron und „sehen“ einen einzigen Punkt seiner
Bahn; damit haben wir aber auch das H-Atom demoliert, und eine weitere Messung ist unmöglich!
Alles, was wir tun können, ist folgendes: Wir nehmen immer wieder und immer wieder ein heiles H-
Atom, messen, wo das Elektron ist, und notieren uns die Lage, wo wir bei den einzelnen Atomen das
Elektron gesehen haben. Das Ergebnis ist keine „Bahn“, sondern eine Wahrscheinlichkeitsdichte
w(r⃗), das Elektron an einer Stelle r⃗ relativ zum Proton anzutreffen (wie in Extremsituationen der
Begriff einer Orbitalbewegung eines lokalisierten Elektrons aufrechterhalten werden kann, wird in
[37] diskutiert).
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1.2 Interferenzexperimente
Die für den Mikrokosmos relevanten Zusammenhänge zwischen den Erscheinungsformen „Welle“
und „Teilchen“ desselben „Etwas“ sollen anhand nachstehend beschriebener Experimente näher
untersucht werden. Die Versuchsanordnung zeigt Abb. 1.1: Aus einer Quelle Q werden klassische
Teilchen, klassische Wellen oder dem Mikrokosmos zuzuordnende „Zwitter“ (z.B. Elektronen) ab-
gegeben, welche durch Spalte 1, 2 in einem Schirm S in eine Registrierebene R gelangen.

Abbildung 1.1: Q: Quelle für klassische Teilchen, klassische Wellen oder Wellen-Teilchen-Zwitter. S:
Schirm mit zwei Spalten 1, 2. R: Registrierebene mit längs der x-Achse verschieblichen Detektoren

1.2.1 Experiment mit klassischen Teilchen
Bei jedem Experiment werden nacheinander N Teilchen von der stark streuenden Quelle Q emit-
tiert. Die Teilchen seien unzerbrechlich, es sei ausgeschlossen, daß sie sich auf ihrer Bahn gegenseitig
beeinflussen (also, daß etwa ein vom Schirm abprallendes Teilchen das nächste Teilchen aus der
Quelle trifft und ablenkt). Die beiden Spalte 1, 2 sind symmetrisch zur Verbindungslinie zwischen
der Quelle Q und dem Punkt x = 0 in der Registrierebene. Im Mittel werden N1 Teilchen durch
Spalt 1, N2 Teilchen durch Spalt 2 und N0 Teilchen durch keinen der beiden Spalte fliegen. Es las-
sen sich Teilchendichten n(x) (Teilchen pro Länge in x-Richtung) und Wahrscheinlichkeitsdichten
w(x) für das Auftreffen von Teilchen an der Stelle x definieren, sowie eine Wahrscheinlichkeit w0,
daß das Teilchen weder durch Spalt 1 noch durch Spalt 2 gelangt.

Ist nur Spalt 1 geöffnet, so gelangen N1 der ausgesandten N Teilchen in die Registrierebene,
und es gilt

n1(x) = Nw1(x), N1 =
+∞∫

−∞

n1(x)dx = N

+∞∫
−∞

w1(x)dx. (1.1)

Für den Fall, daß nur Spalt 2 geöffnet wird, erreichen N2 der von der Quelle abgegebenen N
Teilchen die Registrierebene:

n2(x) = Nw2(x), N2 =
+∞∫

−∞

n2(x)dx = N

+∞∫
−∞

w2(x)dx. (1.2)
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Die Prognose für die Teilchendichte in der Registrierebene im Fall, daß beide Spalte geöffnet sind,
lautet folgendermaßen: Da die Teilchen einander nicht beeinflussen, wird die lokale Teilchendichte
n12(x) die Summe der Teilchendichten sein, welche bei Durchgang durch Spalt 1 und Spalt 2 zu
erwarten sind, das heißt

n12(x) = Nw12(x) = n1(x) + n2(x) = N [w1(x) + w2(x)],
+∞∫

−∞

n12(x)dx = N

+∞∫
−∞

w12(x)dx = N1 +N2

w12(x) = w1(x) + w2(x).

(1.3)

Die lokale Auftreffwahrscheinlichkeit w12(x) ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten w1(x), w2(x)
(in der Normierung, wie sie Gl. 1.1–Gl. 1.3 zu entnehmen ist). Ferner gilt natürlich

N = N1 +N2 +N0 =
+∞∫

−∞

n1(x)dx+
+∞∫

−∞

n2(x)dx+N0 =
+∞∫

−∞

n12(x)dx+N0

= N


+∞∫

−∞

w1(x)dx+
+∞∫

−∞

w2(x)dx+ w0

 .

(1.4)

Die prinzipiellen Verläufe der Teilchendichten sind in Abb. 1.2 dargestellt.

Abbildung 1.2: Verlauf der Teilchendichten in der Registrierebene. n1(x): Transmission durch Spalt
1. n2(x): Transmission durch Spalt 2. n12(x): Transmission durch beide Spalte

1.2.2 Experiment mit klassischen Wellen
In Abb. 1.1 sei Q eine Wellenquelle, welche die Leistung P aussendet. In der Registrierebene
seien keine Anzeichen für einen Teilchencharakter feststellbar (die Detektoren registrieren eine
Intensität I(x), welche sich bei Veränderung von P kontinuierlich ändern läßt). Im Mittel wird
durch den Spalt 1 die Leistung P1, durch den Spalt 2 die Leistung P2 transmittiert. Die Leistung
P0 verfehlt die beiden Spalte. Anstelle von Teilchendichten n(x) werden nun Intensitäten I(x)
registriert, welche auch durch (auf die Gesamtleistung P der Quelle) normierte Intensitäten w(x)
ausgedrückt werden können.

Ist nur Spalt 1 geöffnet, so registriert man analog zu Gl. 1.1 die Intensität

I1(x) = Pw1(x), P1 =
+∞∫

−∞

I1(x)dx = P

+∞∫
−∞

w1(x)dx. (1.5)
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Analoge Beziehungen gelten für den Fall, daß nur Spalt 2 geöffnet ist:

I2(x) = Pw2(x), P2 =
+∞∫

−∞

I2(x)dx = P

+∞∫
−∞

w2(x)dx. (1.6)

Die Prognose, daß sich bei Öffnung beider Spalte analog zu Gl. 1.3 eine Intensität I12(x) regis-
trieren läßt, welche man durch Addition der Intensitäten I1(x) und I2(x) erhält, stellt sich nach
Durchführung des Experiments als falsch heraus. Es gilt nämlich

I12(x) = Pw12(x) ̸= I1(x) + I2(x) = P [w1(x) + w2(x)],
d. h. w12(x) ̸= w1(x) + w2(x).

(1.7)

Tatsächlich ergibt sich für die Intensitätsverläufe das in Abb. 1.3 dargestellte Ergebnis. Jedem,
der mit Wellen zu tun gehabt hat, ist „klar“ (das heißt: er hat sich daran gewöhnt), daß bei

Abbildung 1.3: Verlauf der Intensitäten in der Registrierebene. I1(x) bei Transmission durch Spalt
1, I2(x) bei Transmission durch Spalt 2, I12(x) bei Transmission durch beide Spalte

Wellen die Feldstärken superponiert werden müssen, und daß sich Intensitäten durch Quadrieren
der Feldstärken ergeben. Die Prognose ist falsch, weil dieser Umstand nicht beachtet wurde.

Wir beschreiben also die Wellen in der Registrierebene durch eine Feldstärke

ψ(x, t) =
√

2ℜ
{
ψ(x)e jωt

}
=
√

2 |ψ(x)| ℜ
{
ej[ωt+δ(x)]

}
, (1.8)

welche so normiert sei, daß für die Intensität I(x) gilt

I(x) = P |ψ(x)|2. (1.9)

Mit diesen Definitionen ändert sich in den Fällen, daß nur ein Spalt geöffnet ist, gar nichts. Gl. 1.5
und Gl. 1.6 lauten nun

I1(x) = Pw1(x) = P |ψ1(x)|2, P1 =
+∞∫

−∞

I1(x)dx = P

+∞∫
−∞

w1(x)dx = P

+∞∫
−∞

|ψ1(x)|2dx,

I2(x) = Pw2(x) = P |ψ2(x)|2, P2 =
+∞∫

−∞

I2(x)dx = P

+∞∫
−∞

w2(x)dx = P

+∞∫
−∞

|ψ2(x)|2dx.

(1.10)
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Im Fall, daß beide Spalte geöffnet sind, müssen zunächst die Teilfelder ψ1(x), ψ2(x) zu einem
Gesamtfeld ψ12(x) überlagert werden,

ψ12(x) = ψ1(x) + ψ2(x), (1.11)

aus dem dann die Intensität I12(x) ermittelt wird; mit Gl. 1.10 erhält man

I12(x) = Pw12(x) = P |ψ12(x)|2 = P |ψ1(x) + ψ2(x)|2

= I1(x) + I2(x) + 2
√
I1(x)I2(x) cos[δ1(x)− δ2(x)] (1.12)

̸= I1(x) + I2(x) = P [w1(x) + w2(x)].

Der Interferenzterm gibt die Verhältnisse von Abb. 1.3 prinzipiell richtig wieder. In der Nähe von
x = 0 gilt im Fall I1(0) = I2(0), δ1(0) = δ2(0)

I12(0) = 4I1(0), (konstruktive Interferenz). (1.13)

Es gibt aber benachbarte Stellen x = ± ε, an denen δ1(± ε) − δ2(± ε) = ±π erfüllt ist, und an
denen somit näherungsweise

I12(± ε) ≈ 0, (destruktive Interferenz) (1.14)

gilt. Streng genommen sind die Teilfelder ψ1(x), ψ2(x) für den Fall, daß beide Spalte offen sind,
nicht mehr identisch mit den Feldern ψ1(x), ψ2(x), die sich ergeben, wenn nur ein Spalt offen
steht. Vernachlässigt man diesen Effekt, so gilt angenähert (siehe Abb. 1.5)

+∞∫
−∞

√
I1(x)I2(x) cos[δ1(x)− δ2(x)]dx ≈ 0, (1.15)

so daß in Analogie zu Gl. 1.4 auch gilt

P = P1 + P2 + P0 =
+∞∫

−∞

I1(x)dx+
+∞∫

−∞

I2(x)dx+ P0 =
+∞∫

−∞

I12(x)dx+ P0. (1.16)

1.2.3 Experiment mit Elektronen
Aus der Quelle Q in Abb. 1.1 werden nun Elektronen entlassen. In der Registrierebene angeordnete
Detektoren stellen fest, daß es sich tatsächlich um unteilbare, individuell registrierbare Teilchen
handelt.

Mit denselben Bezeichnungen wie in Gl. 1.1–Gl. 1.4 würde man bei der Transmission durch den
Spalt 1, durch den Spalt 2 oder durch beide Spalte die in Abb. 1.2 dargestellten Ergebnisse erwar-
ten. Tatsächlich registriert man aber für die Teilchendichten n1(x), n2(x) und n12(x) Verläufe, die
sich mit denen von I1(x), I2(x) und I12(x) aus dem Experiment mit klassischen Wellen decken.

Das Dilemma scheint unlösbar: In der Registrierebene werden eindeutig Teilchen empfangen.
Diese Teilchen müssen durch einen der beiden Spalte gekommen sein. Weil aber ein Interferenz-
muster in der Teilchendichte n12(x) gemessen wurde, müßten sich die Elektronen in der Schir-
mebene wie Wellen verhalten haben, also „gleichzeitig“ auf eine obskure Weise als Partialwellen
durch die Spalte geflogen sein. Die Interferenz dieser Wellen müßte eine räumliche Modulation
der Auftreffwahrscheinlichkeit in der Registrierebene bewirkt haben, so daß an Stellen hoher Auf-
treffwahrscheinlichkeit häufiger (ganze, unteilbare) Elektronen ankommen als an Stellen niedriger
Auftreffwahrscheinlichkeit.

Diese „geheimnisvolle“ Umwandlung von Teilchen in Wellen und wieder in Teilchen (auf dem
Weg von der Quelle durch den Schirm in die Registrierebene) ist mit unseren Alltagsvorstellungen
über Wellen und Teilchen nicht vereinbar. Es ist angebracht, die Frage zu stellen: Auf welchem
Weg sind die Elektronen tatsächlich an die Stelle x gelangt, durch Spalt 1 oder durch Spalt 2?
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Abbildung 1.4: Anordnung von Abb. 1.1, ergänzt durch eine Lichtquelle L und einen Photodetektor
PhD zur Erlangung der Welcher-Weg-Information

Wir versuchen, die Frage durch einen „Welcher-Weg-Detektor“ (im folgenden kurz als WW-
Detektor bezeichnet) zu lösen. Abb. 1.4 zeigt die Anordnung. Nach einigem Experimentieren mit
der Beleuchtung der beiden Spalte stellen wir fest: Wenn die Wellenlänge der Lichtquelle zu groß
gewählt wird, erzeugt zwar ein durch die Spalte fliegendes Elektron einen Lichtblitz von reflektier-
tem Licht in der Schirmebene, aber die räumliche Ausdehnung der Lichterscheinung ist so groß,
daß sich nicht entscheiden läßt, ob das Elektron durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 gekommen ist.
Wenn die Intensität des Lichtes zu klein gewählt wird, kann es vorkommen, daß in der Registriere-
bene ein Elektron ankommt, ohne daß vorher in der Schirmebene ein Lichtblitz registriert wurde
(das Elektron ist „ungesehen“ durchgeschlüpft).

Wird die Wellenlänge des Lichtes hinreichend klein gemacht und eine hinreichend große Lichtin-
tensität eingestellt, so läßt sich erreichen, daß wir von jedem Elektron, welches die Registrierebene
erreicht, eindeutig angeben können, durch welchen Spalt es gekommen ist. Für die Teilchendichten
n1(x), n2(x) und n12(x) registrieren wir die Kurven von Abb. 1.5, also keine Interferenz! Wenn wir
dagegen den WW-Detektor entfernen (oder, wie oben besprochen, Lichtwellenlänge und Lichtin-
tensität so einstellen, daß eine WW-Information nicht erreicht werden kann), so erhält man bei
Transmission durch beide Spalte die Teilchendichte n′

12(x), also volle Interferenz (siehe Abb. 1.5).
Eigentlich ist das Ergebnis befriedigend: Es zeigt, daß Elektronen weder Teilchen „sind“, noch,

daß sie Wellen „sind“. Sie verkörpern in sich beide Erscheinungsformen. Es liegt an uns, sie so zu
behandeln, daß sie das eine oder das andere Verhalten zeigen. Wenn wir sie durch Installieren eines
WW-Detektors dazu zwingen, ihre Teilchennatur zu manifestieren, dann benehmen sie sich auch
wie Teilchen: Sie interferieren nicht. Wenn wir dagegen in der Schirmebene keine Information
erlangen können, daß es sich um Teilchen handelt, dann benehmen sie sich dort wie Wellen,
deren Interferenz in der Registrierebene die räumliche Auftreffwahrscheinlichkeit moduliert. Der
Detektor in der Registrierebene zwingt die Elektronen wieder in ihr Teilchenbild und registriert
ganze Elektronen.

Die Interferenz kann quantitativ nur wiedergegeben werden, wenn man eine mathematische
Beschreibung analog der Behandlung klassischer Wellen wählt, also in Anlehnung an Gl. 1.8–
Gl. 1.12.

Man postuliert somit: Für jedes Ereignis gibt es eine diesem Ereignis zugeordnete komplexe
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Abbildung 1.5: Teilchendichten bei der Transmission von Elektronen durch einen Doppelspalt.
n1(x) bei Transmission durch Spalt 1. n2(x) bei Transmission durch Spalt 2. n12(x) bei Transmis-
sion durch beide Spalte und vollständiger WW-Information. n′

12(x) bei Transmission durch beide
Spalte und fehlender WW-Information

Zahl (Wahrscheinlichkeitsamplitude = WA oder Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude = WDA).
Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrscheinlichkeitsdichte), mit der das Ereignis eintritt, erhält man
als Quadrat des Absolutbetrags der WA (oder WDA). Wenn ein Ereignis über mehrere, für unsere
normalen Vorstellungen einander logisch ausschließende Wege abgelaufen sein kann, ohne daß wir
eine WW-Information registriert haben, dann ist die WA (oder WDA) für dieses Ereignis die
Superposition der WA (oder WDA), welche den einzelnen Wegen zugeordnet sind.

Ist ψ1(x) die WDA dafür, daß ein Elektron aus der Quelle Q durch Spalt 1 an die Stelle x
gelangt, und ist ψ2(x) die WDA, daß ein Elektron aus Q über Spalt 2 an die Stelle x gelangt, so wird
das Ereignis, daß ein Elektron aus Q durch einen der beiden Spalte (ohne daß ein WW-Detektor
installiert wurde) nach x gelangte, durch die WDA (siehe aber [56])

ψ12(x) = ψ1(x) + ψ2(x) (1.17)

beschrieben, die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten sind somit

w1(x) = |ψ1(x)|2

w2(x) = |ψ2(x)|2

w12(x) = |ψ12(x)|2 = |ψ1(x) + ψ2(x)|2

= w1(x) + w2(x) + 2
√
w1(x)w2(x) cos[δ1(x)− δ2(x)].

(1.18)

Die Gleichungen sind analog zu Gl. 1.11, Gl. 1.12. Die WA (oder WDA) hat keine unmittelba-
re physikalische Bedeutung, ihre Zusammensetzung hat aber Einfluß auf die berechneten (und
registrierbaren) Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten eines Ereignisses. Welchen Gleichungen
genügen die WA (oder WDA)? Wie ändern sie sich als Funktion des Ortes und der Zeit in der
Dynamik von Systemen? Diese Fragen werden später zu beantworten sein.

Interferenzexperimente der hier beschriebenen Art sind sowohl mit einzelnen Photonen [12] als
auch mit einzelnen Elektronen [26][51] durchgeführt worden. Es ist zu beachten, daß das Vektor-
potential A⃗ und das Skalarpotential φ die Phase der Wahrscheinlichkeitsamplituden beeinflussen
[1][33][26][51] und damit den Ausgang von Interferenzexperimenten bestimmen: A⃗ und φ haben
somit eine unmittelbare physikalische Bedeutung (und sind nicht, wie in Texten der klassischen
Elektrodynamik noch heute vielfach behauptet wird, bloß Hilfsmittel zur Berechnung der elektro-
magnetischen Felder).
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Gibt es überhaupt klassische Wellen und Teilchen? Warum gibt es keine Kieselsteininterferen-
zen oder Quanten der Wasserwellen?

Natürlich unterliegen auch Kieselsteine und Wasserwellen den Gesetzen der Quantentheorie.
Nach Abschn. 1.1 ist die Materiewellenlänge eines Teilchens umgekehrt proportional zu seinem
Impuls. Für ein Elektron, welches die Potentialdifferenz von 1 V durchlaufen hat, berechnet man
eine Materiewellenlänge λ = h/(mv) = 12 Å. Die Materiewellenlänge selbst langsam fliegender
Kieselsteine ist viele Zehnerpotenzen kleiner. Eine räumliche Modulation der Kieselsteindichte
(siehe n′

12(x) in Abb. 1.5) erfolgt mit so kurzer Periode, daß jeder Kieselsteindetektor über viele
Perioden mittelt und im Effekt den Verlauf von n12(x) registriert: Kieselsteininterferenzen sind
unmeßbar. Ähnlich sind bei Wasserwellen die Energiequanten so klein, daß eine Körnigkeit der
Intensität I(x) nicht registrierbar ist.

1.3 Die Unschärferelation
Es könnte sein, daß der WW-Detektor von Abb. 1.4 das System zu stark stört. Würde durch
die Beleuchtung die relative Phase φ zwischen den WDA ψ1(x), ψ2(x) von Elektron zu Elektron
statistisch geändert (Gleichverteilung im Intervall 0 ≤ φ < 2π), so müßte man Gl. 1.17 ersetzen
durch

ψ12(x) = ψ1(x) + ψ2(x)e jφ, w(φ) = 1
2π

in 0 ≤ φ < 2π. (1.19)

Für die Wahrscheinlichkeiten würde resultieren (Querstriche bedeuten eine Mittelung über die
Zufallsgröße φ)

w1(x) = |ψ1(x)|2

w2(x) = |ψ2(x)|2

w12(x) = |ψ12(x)|2 = w1(x) + w2(x) + 2
√
w1(x)w2(x) cos[δ1(x)− δ2(x)− φ]

= w1(x) + w2(x).

(1.20)

Es ergäbe sich dementsprechend keine Interferenz. Ideal wäre es, wenn die WW-Entscheidung
getroffen werden könnte, ohne die Elektronen auf ihrem Weg von der Quelle in die Registrierebene
durch zusätzliche Einrichtungen stören zu müssen.

Dazu folgendes Gedankenexperiment: In der Anordnung von Abb. 1.6 werde der auf reibungs-
losen Rollen in x-Richtung verschiebliche Schirm S mit dem Doppelspalt symmetrisch zur Verbin-
dungslinie zwischen Quelle und der Stelle x = 0 in der Registrierebene R eingestellt, und zwar so,
daß er sich in Ruhe befindet. Ein Elektron mit dem Impuls p, welches auf dem Weg durch Spalt
1 (durch Spalt 2) an die Stelle x = 0 gelangt, überträgt (Impulserhaltung zwischen Schirm und
Elektron!) auf den Schirm den Impuls

pS = ± 2p sinα. (1.21)

Läßt man das Experiment in völliger Dunkelheit (keine Störung des Elektrons durch Licht!) ab-
laufen, und schaltet das Licht erst wieder ein, wenn das Elektron bereits im Detektor in der
Registrierebene gelandet ist, so sieht man aus der Bewegung des Schirms, durch welchen Spalt
das Elektron geflogen ist: Bewegt sich der Schirm nach oben, ging es durch Spalt 1; bewegt sich
der Schirm nach unten, ging es durch Spalt 2. Diese Entscheidung aufgrund der Bewegungsrich-
tung des Schirms ist allerdings nur dann möglich, wenn der Schirm zu Beginn des Experiments
einen Impuls in x-Richtung hatte, dessen Betrag kleiner ist als pS von Gl. 1.21. Man muß den
Schirm daher zu Beginn jedes Elektronenstarts so justiert haben, daß für den Betrag ∆pS des
Schirm-Impulses gilt

∆pS < 2p sinα. (1.22)
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Abbildung 1.6: Registrierung der Elektroneninterferenz bei x = 0. S ist der auf reibungslosen
Rollen verschiebliche Schirm mit dem Doppelspalt, Q ist die Elektronenquelle

Aber auch die Lage des Schirms muß genau kontrolliert werden. Bei symmetrischer Einstellung des
Doppelspalts zur Position x = 0 entsteht an dieser Stelle durch die Interferenz der Materiewellen
ein Maximum der Auftreffwahrscheinlichkeit (siehe auch Abb. 1.5). Das nächste Interferenzmaxi-
mum (siehe Abb. 1.6, in der Nähe von x = 0 sind die Materiewellen als ebene Wellen vorausgesetzt)
wäre im Abstand

dM = λ

2 sinα
= h

2p sinα
, da λ = h

p
. (1.23)

Dabei ist λ die Materiewellenlänge, welche umgekehrt proportional zum Impuls p des Elektrons
ist. Der Proportionalitätsfaktor h = 6,6260755 · 10−34 Ws2 ist das Plancksche Wirkungsquantum.
Um von Versuch zu Versuch das Interferenzmaximum an der Stelle x = 0 entstehen zu lassen, muß
gefordert werden, daß die Abweichung ∆xS des Schirms von der symmetrischen Einstellung sehr
klein ist im Vergleich zu dM von Gl. 1.23:

∆xS ≪ dM = h

2p sinα
. (1.24)

Kombiniert man Gl. 1.22 und Gl. 1.24, so ergibt sich eine Forderung für die Impulsunsicherheit ∆pS
und die Lageunsicherheit ∆xS des Schirms, die man vor Beginn jedes Elektronenübergangs von Q
nach x = 0 zu erfüllen hat, wenn man sowohl die WW-Information als auch die Interferenzfigur
erhalten möchte:

∆xS∆pS ≪ h. (1.25)

Beim tatsächlichen Versuch stellt sich heraus, daß die Forderung von Gl. 1.25 nicht zu erfüllen ist.
Es gelingt zwar, eine Einstellung ∆xS ≪ dM zu erreichen (hohe Präzision bei der Positionierung
des Schirms), und dementsprechend erscheint auch nach vielen Versuchen eine Teilchendichte wie
n′

12(x) von Abb. 1.5. Beim Anschalten des Lichtes nach Eintreffen des Elektrons im Detektor stellt
sich aber in allen diesen Fällen heraus, daß sich der Schirm so schnell nach oben oder nach unten
bewegt, daß offenbar ∆pS > 2p sinα war und somit keine WW-Information vorliegt. Alternativ
kann man auch den Impuls des Schirms sehr präzis auf ∆pS < 2p sinα einstellen: Allerdings
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stellt sich dann heraus, daß es irgendwie nicht gelungen ist, den Schirm genau zu positionieren;
mit den von Versuch zu Versuch anders positionierten Interferenzmaxima ergibt sich nach vielen
Versuchen eine glatte Kurve für die Teilchenhäufigkeit (siehe n12(x) in Abb. 1.5). Damit liegt zwar
die WW-Information vor, aber es kann keine Interferenz beobachtet werden.

1.3.1 Unschärferelation. Komplementarität
Es zeigt sich, daß es Paare von physikalischen Größen gibt, die nicht gleichzeitig auf einen bestimm-
ten Wert eingestellt werden können. Solche Paare sind z. B. die x-Koordinate und der Impuls px
in x-Richtung. Mit einer geeigneten Definition der Unsicherheiten ∆x, ∆px (siehe Abschn. A.1)
gilt

∆x∆px ≥
h̄

2
, h̄ = h

2π
= 1,05457267 · 10−34 Ws2. (1.26)

Gl. 1.26 wird als Unschärferelation oder Unbestimmtheitsrelation bezeichnet. Sie verhindert, daß
man gleichzeitig über den Teilchenaspekt (∆x→ 0, genaue Lokalisierung eines Systems) und über
den Wellenaspekt (∆λ = ∆(h/p) → 0, d. h. ∆p → 0, genaue Kenntnis der Materiewellenlänge)
präzis informiert sein kann.

Eine Folge davon ist, daß physikalisch beobachtbare Größen (sogenannte Observable) in der
Quantentheorie nicht mehr als Produkt einer Maßzahl mit einer Einheit beschrieben werden kön-
nen. Für die z-Komponente Lz eines Bahndrehimpulses gilt z. B.

Lz = xpy − ypx. (1.27)

Wegen der Unschärferelation können die Observablenpaare x, px und y, py nie gleichzeitig prä-
zisiert werden. Dadurch würde es unmöglich, die z-Komponente Lz des Drehimpulses auf einen
exakten Wert einzustellen! Wenn aber Messen überhaupt einen Sinn haben kann, muß es immer
möglich sein, eine einzige beliebige Observable auf einen genauen Wert zu fixieren. Außerdem
gibt es Observable, die nur ganz bestimmte diskrete Werte annehmen können (man bezeichnet
dies als diskretes Meßwertspektrum). Eine Beschreibung von Observablen in der Quantentheo-
rie muß in der Lage sein, sowohl verträgliche Messungen (d. h. die Observablen sind gleichzeitig
präzis einstellbar, sie unterliegen keiner Unschärferelation) als auch nichtverträgliche Messungen
(die Observablen unterliegen einer Unschärferelation) darzustellen, und für diese Observablen au-
ßerdem das richtige Meßwertspektrum liefern (z. B. die Energiewerte, die ein Elektron in einem
Wasserstoffatom annehmen kann).

Die sogenannte Komplementarität (Teilchenbild und Wellenbild als entgegengesetzte Endpunk-
te auf unserer Kenntnisskala) ist hier anhand der Gültigkeit der Unschärferelation erläutert wor-
den. In den letzten Jahren sind Apparaturen vorgeschlagen worden [43][44][46][45][12], mit denen
die Welcher-Weg-Information gewonnen werden kann, ohne daß dabei eine Unschärferelation ver-
letzt wird: Trotzdem läßt sich in diesen Fällen die Interferenz nicht beobachten (darüber mehr
in Abschn. 3.1). Die Komplementarität scheint daher das fundamentale Prinzip zu sein. Bei der
Berechnung von Apparaturen, welche gleichzeitig WW-Detektion und Interferenz ermöglichen sol-
len, stellt sich — wie in dem oben diskutierten Fall des verschieblichen Schirms — oft heraus, daß
die Unschärferelation für das Mißlingen verantwortlich ist; in neuester Zeit jedoch scheint es so
zu sein, daß ohne Verletzung einer Unschärferelation durch nichtklassische Korrelationen in der
Meßapparatur die gleichzeitige Kenntnis über Teilchenaspekt und Wellenaspekt ausgeschlossen
ist.

1.3.2 Messung zu gleichen Zeiten und gleichzeitige Messungen
Der Titel drückt scheinbar zweimal dasselbe aus. Das ist nicht der Fall, wie im folgenden erläutert
wird.

Die Unschärferelation der Form Gl. 1.26, also

∆x∆px ≥
h̄

2
, (Messung zu gleichen Zeiten), (1.28)
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gilt nicht (wie früher einführend unpräzise behauptet wurde) für „gleichzeitige“ Messungen von
x und px, sondern für Messungen zu gleichen Zeiten. Wie das zu verstehen ist, erläutert der
Meßvorgang: Es versuche jemand, ein System in die Lage x0 mit dem Impuls px0 zu bringen.
Jedesmal, wenn er glaubt, das geschafft zu haben (das ist der Zeitpunkt t = t0), wird eine Messung
durchgeführt, und zwar entweder eine Messung von x oder eine Messung von px (aber in keinem
Fall eine gleichzeitige Messung von x und px).

Nach sehr vielen Messungen kann (als empirischer Grenzwert der relativen Häufigkeit) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte wx(x) für die x-Messung und eine Wahrscheinlichkeitsdichte wpx(px)
für eine px-Messung angegeben werden. Es ist zu beachten, daß von Einstellungsversuch zu Ein-
stellungsversuch des Systems auf die Werte x0, px0 die relative Präzision, mit der man die Werte
x0, px0 einzustellen versucht, nicht geändert wird. Wenn der „System-Einsteller“ (man nennt dies
auch, ein System in einem definierten Zustand präparieren) keine systematischen Fehler bei der
Einstellung begeht, wird sich herausstellen, daß die Werte x0, px0 wenigstens als Erwartungswert
eingehalten werden:

x0 =
+∞∫

−∞

xwx(x)dx = x, px0 =
+∞∫

−∞

pxwpx(px)dpx = px,

+∞∫
−∞

wx(x)dx =
+∞∫

−∞

wpx(px)dpx = 1.

(1.29)

Beide Observable werden aber endliche Streungen aufweisen. Definiert man die Größen ∆x, ∆px
durch

∆x = σx, σ2
x =

+∞∫
−∞

(x− x0)2wx(x)dx = (x− x)2,

∆px = σpx, σ2
px =

+∞∫
−∞

(px − px0)2wpx(px)dpx = (px − px)2,

(1.30)

so gilt für die so gewonnenen Größen ∆x, ∆px die Unschärferelation Gl. 1.26. Abb. 1.7 zeigt ein
mögliches Ergebnis für so eine Meßreihe, bei der offenbar die Einstellung des Impulswertes px0
präziser erfolgte als die Einstellung der Lagekoordinate x0. Wenn eine der Unsicherheiten ver-
schwindet, beispielsweise ∆px → 0, so zeigen die Wahrscheinlichkeitsdichten das Verhalten

wpx(px) = lim
σpx→0

1√
2πσ2

px

exp
[
− (px − px0)2

2σ2
px

]
= δ(px − px0),

wx(x) = lim
σx→∞

1√
2πσ2

x

exp
[
− (x− x0)2

2σ2
x

]
= 1

+∞∫
−∞

dx

. (1.31)

Der Impuls ist genau bekannt, der Ort völlig unbekannt. Die Grenzwerte in Gl. 1.31 sind als
verallgemeinerte Grenzwerte zu verstehen.

Wenn man nach jeder Präparation des Systems auf die Werte x0, px0 zum Zeitpunkt t = t0
dagegen eine Kontrollmessung des Wertepaares x, px (gleichzeitige Messung von x, px!) vornimmt,
so erhält man nach vielen Messungen eine Verbundwahrscheinlichkeitsdichte w(x, px), aus der sich
analog Gl. 1.30 Werte ∆x, ∆px definieren lassen. Es läßt sich zeigen ([19, S.662–666] und darin
angegebene Literatur), daß das Produkt der so gewonnenen Unschärfen doppelt so groß ist

∆x∆px ≥ h̄, (gleichzeitige Messungen). (1.32)

Gl. 1.32 ist für die Kommunikation im optischen Spektralbereich (Optische Nachrichtentechnik)
relevant, da dort die „Körnigkeit“ der elektromagnetischen Strahlung beim Empfang mit einem
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Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsdichten wx(x), wpx(px) als Ergebnis von Messungen zu gleichen
Zeiten nach einer Präparation des Systems bei x0, px0, wobei die Impulseinstellung präziser erfolgte
als die Ortseinstellung

Photodetektor merklich ist: einer Wellenlänge von λ = 1,24µm entspricht eine Photonenener-
gie von 1 eV. Das Empfangsproblem besteht (sehr vereinfacht ausgedrückt) darin, einen Zeiger
nach Betrag und Phase zu messen, oder alternativ zwei orthogonale Komponenten des Zeigers zu
messen. Es stellt sich heraus, daß diese Observablenpaare nicht verträglich meßbar sind, sondern
einer Unschärferelation Gl. 1.32 unterliegen. Das Signal (der Zeiger) läßt sich daher prinzipiell
nicht exakt rekonstruieren. Der Endpunkt des Zeigers liegt irgendwo innerhalb eines Gebietes der
ungefähren Größe h (was bei hohen Quantenzahlen und kleiner Quantenenergie h̄ω im konven-
tionellen elektronischen System nicht auffällt): Dadurch werden die prinzipiell nicht vermeidbaren
minimalen Unsicherheiten beim Empfang elektromagnetischer Signale determiniert (sogenanntes
Quantenrauschen).

1.3.3 Beugung von Licht an einer Öffnung
Die Unschärferelation kann oft dazu verwendet werden, die Größenordnung eines Effektes abzu-
schätzen. In Abb. 1.8 trifft eine ebene Welle auf einen Schirm mit einem Spalt der Breite d. Im
Teilchenbild ist eine ebene Welle der Wellenlänge λ ein Strom von Photonen, deren Impuls den
Betrag p = h/λ besitzt. Die Richtung des Impulses zeigt in Richtung der Normale auf die Pha-
senfronten. Nach der Unschärferelation ist die Position der Photonen völlig unbestimmt, da der
Impuls exakt bekannt ist. Nach dem Spalt ist die Situation anders: Transmittierte Photonen müs-
sen durch den Spalt gekommen sein, ihre Lageunsicherheit ∆x in x-Richtung ist daher auf ∆x = d
begrenzt. Dem muß eine Unsicherheit des Photonenimpulses ∆px = p sinα (siehe Abb. 1.8) ent-
sprechen. Setzt man anstelle der exakten Unschärferelation hier ∆x∆px ≈ h an (es werden die
Ortsunsicherheit ∆x und die Impulsunsicherheit ∆px hier nicht exakt definiert), so erhält man

∆x∆px = d · h sinα
λ

≈ h −→ sinα ≈ α = λ

d
. (1.33)

Die Beugung ist somit eine Folge der Unschärferelation: Der Spalt hat eine „Ortsmessung“ der
Photonen vorgenommen (vorher war deren Lage auf der Wellenfront unbekannt) und eine dement-
sprechende Impulsunsicherheit verursacht.
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Abbildung 1.8: Beugung einer ebenen Welle an einem Spalt der Breite d, Impuls der Photonen
p = h/λ

1.4 Forderungen an einen Formalismus
Aus den bisherigen qualitativen Betrachtungen ergeben sich einige Forderungen an einen Forma-
lismus, der Quantenphänomene erfassen will:

Wahrscheinlichkeitsamplituden: Für jedes Ereignis, welches einen Anfangszustand in einen
Endzustand überführt (für jeden Endzustand, der in einem Anfangszustand als Möglichkeit
latent enthalten ist), ist eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (=WA) oder Wahrscheinlichkeits-
dichteamplitude (=WDA) zu definieren. Die WA (oder WDA) sind komplexe Zahlen. Defi-
niert man Wahrscheinlichkeiten (=W ) oder Wahrscheinlichkeitsdichten (=WD) für das Ein-
treten des Ereignisses als W = |WA|2, WD= |WDA|2, so ist damit die Erfassung von Inter-
ferenzen möglich: Kann nämlich ein Ereignis E auf verschiedenen Wegen Ei (i = 1, 2, . . . , n)
eintreten, die einander paarweise logisch ausschließen, und ist keine Einrichtung vorhanden,
aus der eine „Welcher-Weg-Information“ (WW-Information) ableitbar ist, so braucht man
nur die WA für das Eintreten des Ereignisses E als geeignete lineare Superposition der WA
der Teilereignisse Ei ansetzen:

WA(E) =
n∑
i=1

WA(Ei), W (E) = |WA(E)|2. (1.34)

Messungen: Bei der Messung einer beobachtbaren physikalischen Größe (einer Observablen)
wird ein reeller Meßwert gewonnen. Im allgemeinen läßt sich über das Meßergebnis vor der
Messung nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen. Sicher ist nur, daß der Meßwert ir-
gendeiner aus der Gesamtheit der möglichen Meßwerte (dem Meßwertspektrum) sein wird.
Das Meßwertspektrum kann eine endliche oder unendliche Anzahl diskreter Meßwerte enthal-
ten und/oder Meßwerte (nicht-abzählbar unendlich viele) aus einem Wertebereich enthalten
(sogenanntes diskretes und/oder kontinuierliches Spektrum).
Wenn ein Meßwert (z. B. der Meßwert m1) gemessen wurde, dann muß sich bei einer Kon-
trollmessung derselben Observablen im Zeitabstand ∆t→ 0 (wenn Messen überhaupt einen
Sinn haben soll) mit absoluter Sicherheit derselbe Meßwert m1 ergeben. Aufgrund der ersten
Messung hat man das System mit der Eigenschaft m1 „präpariert“, es ist in einen Zustand
gelangt, in dem es mit Sicherheit die Eigenschaft m1 besitzt. Die Kontrollmessung muß im
Abstand ∆t → 0 erfolgen, weil nur dann sichergestellt ist, daß das System nicht zufolge
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äußerer Einflüsse zwischen der ersten Messung und der Kontrollmessung seine Eigenschaften
geändert hat.

Verträgliche Messungen: Zwei Observable heißen verträglich, wenn folgendes gilt: Mißt man
für die erste Observable den Meßwert m1, für die zweite Observable den Meßwert n1 (wobei
die Messungen gleichzeitig, oder aber in beliebiger Reihenfolge im Abstand ∆t → 0 nach-
einander ausgeführt werden können), dann erhält man bei Kontrollmessungen im Abstand
∆t → 0 (egal, ob sie für die beiden Observablen gleichzeitig oder in beliebiger Reihenfolge
nacheinander erfolgen) mit absoluter Gewißheit wieder die Meßwerte m1, n1. Das System
befindet sich in einem Zustand, in dem es sicher die Eigenschaften m1, n1 besitzt (es wur-
de mit den Eigenschaften m1, n1 „präpariert“). Für verträgliche Observable existiert somit
keine Unschärferelation.

Nichtverträgliche Messungen: Mißt man für eine Observable den Meßwert m1, und im Ab-
stand ∆t→ 0 für eine zweite Observable den Meßwert n1, so wird bei einer Kontrollmessung
im Abstand ∆t → 0 für die erste Observable im allgemeinen ein Meßwert m2 ̸= m1 resul-
tieren (obwohl zufällig mit W < 1 auch m1 wieder auftreten könnte). Analoges gilt auch für
die Messung, wenn man die Reihenfolge der Observablen vertauscht. Das System befindet
sich nach der letzten Messung in einem Zustand, in dem nur der Meßwert der zuletzt gemes-
senen Observablen sicher ist (in unserem Beispiel für Meßwerte in der Reihenfolge m1, n1,
m2 ̸= m1 nach der dritten Messung die Eigenschaft m2).
Mißt man die beiden Observablen gleichzeitig, so erhält man ein Meßwertpaar m1, n1. Bei
einer Kontrollmessung einer der beiden Observablen erhält man weder m1 noch n1 mit
absoluter Sicherheit. Bei einer gleichzeitigen Kontrollmessung der beiden Observablen erhält
man im allgemeinen ein Meßwertpaar m2 ̸= m1, n2 ̸= n1 (obwohl zufällig mit W < 1
auch das Meßwertpaar m1, n1 auftreten könnte). Nach einer gleichzeitigen Messung der
beiden nichtverträglichen Observablen mit dem Ergebnis m1, n1 kann also weder m1 noch
n1 als eine sichere Eigenschaft des Systems angesehen werden. Für die Observablen gilt eine
Unschärferelation, wobei man wie in Abschn. 1.3 zwischen Messungen zu gleichen Zeiten und
gleichzeitigen Messungen zu unterscheiden hat.

Observable: Für Observable müssen geeignete mathematische Konstrukte gefunden werden, wel-
che die bei den Messungen diskutierten Möglichkeiten darzustellen gestatten (wie anhand
von Gl. 1.27 diskutiert wurde, ist die Darstellung einer physikalischen Größe als Produkt von
Maßzahl und Einheit ungeeignet).
Die Meßwerte müssen reell sein: Mit der Zusammenfassung mehrerer reeller Größen zu einer
Verbundgröße (Beispiel: Zusammenfassung von Kophasalkomponente und Quadraturkom-
ponente zu einem komplexen Zeiger in der Elektrotechnik) muß man vorsichtig sein, weil
diese Teilgrößen ja nicht unbedingt verträglich meßbar sein müssen.
Die Observable muß ihr Meßwertspektrum irgendwie „einkodiert“ erhalten. Zu jedem Meß-
wert muß es einen zugehörigen Zustand geben, in dem dieser Wert der Observablen mit
Sicherheit gemessen werden kann.
Die mathematischen Konstrukte für Observable müssen die Möglichkeit bieten, daß man sie
für verträglich meßbar oder aber für nicht verträglich meßbar deklarieren kann (durch eine
geeignete Beziehung zwischen den mathematischen Konstrukten, welche diese Observablen
repräsentieren).

Systemdynamik: Wenn ein System sich zufolge äußerer oder innerer Einflüsse zeitlich verändert,
dann müssen sich offenbar die WA (WDA) und damit die W (WD) zeitlich ändern. Es sind
geeignete Beziehungen zu finden, welche diese zeitlichen Änderungen erfassen. Angewendet
auf den Makrokosmos müssen diese Beziehungen zu identischen Aussagen führen wie die
Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik.
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Kapitel 2

Entwicklung des Bracket-
Formalismus

Die folgenden Entwicklungen benutzen den von Dirac eingeführten Bracket-Formalismus. Zur Ver-
tiefung seien die Bücher [17][34][35] genannt, spezielle Anwendungen in der Quantenelektronik und
Optischen Nachrichtentechnik enthält [19] und die darin zitierte Literatur. Nützliche Übungsauf-
gaben sind in [18] durchgerechnet. Eine leicht verständliche Einführung in den Formalismus und
spezielle Anwendungen bieten [15][16].

2.1 Zustände als Vektoren
Die WA (oder WDA) für ein Ereignis ist eine komplexe Zahl und wird nach Dirac durch eine
Klammer (englisch: bracket) mit der Schreibweise ⟨ e |a ⟩ bezeichnet. Das Symbol „a“ steht dafür
symbolisch für alles, was über den Anfangszustand ausgesagt werden kann, das Symbol „e“ für
alles, was den Endzustand spezifiziert. Daraus folgt unmittelbar

⟨φ |φ ⟩ = 1, φ beliebig,

⟨φ |ψ ⟩ = 0, für ein unmögliches Ereignis.
(2.1)

Da W = |WA|2, WD = |WDA|2, bedeutet ⟨φ |φ ⟩ = 1 die Trivialität, daß etwas ganz gewiß
so ist, wie es eben ist (der Endzustand, spezifiziert durch das Symbol „φ“, ist in demselben
Anfangszustand, eben „φ“, mit der Wahrscheinlichkeit eins enthalten). Es kann sein, daß ein
Endzustand „e“ aus einem Anfangszustand „a“ über einen Zwischenzustand „z“ erreicht wird. Die
W , daß „a“ in „e“ übergeht, w(e ← a), ist gleich dem Produkt der W , daß „a“ in „z“ übergeht,
w(z ← a), mit der W , daß „z“ in „e“ resultiert, w(e ← z), da sowohl der Übergang a → z, als
auch der z → e erfolgen muß. Man kann auch für die WA (oder WDA) das Produkt ansetzen:

⟨ e |a ⟩ = ⟨ e |z ⟩ ⟨ z |a ⟩ ,

w(e← a) = | ⟨ e |a ⟩ |2 = w(e← z)w(z ← a) = | ⟨ e |z ⟩ |2| ⟨ z |a ⟩ |2 = | ⟨ e |z ⟩ ⟨ z |a ⟩ |2.
(2.2)

Gibt es eine Reihe von Zwischenzuständen „i“ (i = 1, 2, . . .), über die ein Anfangszustand „a“ in
einen Endzustand „e“ übergehen kann, und kann nicht entschieden werden, über welchen Zwi-
schenzustand „i“ das Ereignis ablief (keine WW-Information), so gilt für die WA in Anwendung
der Superposition (= „Entweder-Oder“) Gl. 1.31 und der „Sowohl-AlsAuch“-Überlegung Gl. 2.2

⟨ e |a ⟩ = ⟨ e |1 ⟩ ⟨ 1 |a ⟩+ ⟨ e |2 ⟩ ⟨ 2 |a ⟩+ . . .

=
∑
i

⟨ e | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ . (2.3)
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Diese Schreibweise ist ein gutes Beispiel dafür, daß eine geeignet gewählte symbolische Darstellung
neue, suggestive Interpretationen zuläßt. Teilt man eine Bracket (eine Klammer) in ihre beiden
Bestandteile, also ⟨ e |a ⟩ in ⟨ e | und |a ⟩ , bezeichnet ⟨ e | als Bra, |a ⟩ als Ket, so läßt sich jeder Ket
als Symbol für einen Anfangszustand, jeder Bra als Symbol für einen Endzustand interpretieren,
und ihre Aneinanderreihung in der Reihenfolge Bra-Ket gibt eine komplexe Zahl ⟨ e |a ⟩, eine
Bracket, welche die WA (oder WDA) für das Ereignis ist (dafür, daß ein Ende „e“ in einem Anfang
„a“ latent als Möglichkeit enthalten ist). Es muß aber zu jedem Ket |φ ⟩ (einem Anfangszustand,
spezifiziert durch „φ“) auch einen entsprechenden Bra ⟨φ | geben (dasselbe So-Sein, spezifiziert
durch „φ“, aber nicht als Anfangszustand betrachtet, sondern als Endzustand eines Ereignisses).

|φ ⟩ Ket, Anfangszustand,
⟨ψ | Bra, Endzustand,

}
⟨ψ |φ ⟩ Bracket (WA, WDA), (2.4)

⟨φ |φ ⟩ = ⟨ψ |ψ ⟩ = 1.

Da in Gl. 2.3 der Bra ⟨ e | und der Ket |a ⟩ von der Summe unabhängig sind, kann man auch
schreiben

⟨ e |a ⟩ = ⟨ e |

{∑
i

| i ⟩⟨ i |

}
|a ⟩ . (2.5)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer muß offenbar die Rolle eines Einheitsoperators I spielen
(wenn Gl. 2.5 richtig sein soll), der auf Kets von links operiert (und sie nicht verändert), auf Bras
dagegen von rechts operiert (und sie dabei nicht ändert). Es gilt (man beachte, daß Gebilde der
Form |φ ⟩⟨ψ | keine Brackets, also keine komplexen Zahlen sind!)∑

i

| i ⟩⟨ i | = I, (Vollständigkeitsrelation), (2.6)

mit

I |a ⟩ = |a ⟩ , ⟨ e | I = ⟨ e | . (2.7)

Die Bedeutung der Vollständigkeitsrelation wird weiter unten erläutert. Aus Gl. 2.5 folgt aber auch

|a ⟩ =
∑
i

| i ⟩ ⟨ i |a ⟩ , ⟨ e | =
∑
j

⟨ e |j ⟩ ⟨ j | , (2.8)

und ferner — da jedem Ket „φ“ ein mit demselben Symbol bezeichneter Bra entsprechen muß —

⟨ a | =
∑
k

⟨ a |k ⟩ ⟨ k | , |e ⟩ =
∑
m

|m ⟩ ⟨m |e ⟩ . (2.9)

Gl. 2.8 und Gl. 2.9 haben eine interessante Interpretation: Jeder Ket (Anfangszustand) kann als
eine lineare Superposition elementarer Kets | i ⟩ aufgefaßt werden, die mit komplexen Zahlen ⟨ i |a ⟩
multipliziert werden. Die Zahlen ⟨ i |a ⟩ sind die WA, mit denen der Zustand |a ⟩ zum Zustand
⟨ i | führt. Somit ist jeder Zustandsket als Vektor in einem linearen Vektorraum interpretierbar,
der sich in Komponenten zerlegen läßt: Diese Komponenten werden durch einen vollständigen
(siehe Gl. 2.6) Satz von einander paarweise ausschließenden (das ist noch zu beweisen!) Zuständen
| i ⟩ gebildet, die jeweils mit komplexen Zahlen zu multiplizieren sind (= Länge der Komponenten
in Richtung von | i ⟩ ), welche gleich den WA sind, mit denen | i ⟩ in |a ⟩ enthalten ist. Analoge
Überlegungen gelten für die Bras (Endzustände), die als Vektoren in einem linearen Bra-Raum
aufgefaßt werden können. Setzt man auf der linken Seite von Gl. 2.3 den Bra ⟨ e | und den Ket
|a ⟩ aus Gl. 2.8 ein, so folgt wegen

⟨ e |a ⟩ =
∑
j

∑
i

⟨ e |j ⟩ ⟨ j | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ =
∑
i

⟨ e | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ (2.10)
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die Orthogonalitätsrelation

⟨ j | i ⟩ = δij , (Orthogonalitätsrelation). (2.11)

Jeder Ket (Bra) kann nach einem vollständigen, Gl. 2.6, und orthogonalen, Gl. 2.11, Satz von
Zuständen entwickelt werden. „Orthogonal“ bedeutet, daß die Zustände | i ⟩ einander paarweise
ausschließen, weil die WA der Form ⟨ i |j ⟩, i ̸= j verschwinden (es ist unmöglich, daß ein Elektron
durch Loch 1 gekommen ist, wenn es durch Loch 2 gekommen ist). Eine Frage ist noch zu klären:
Besteht ein Zusammenhang zwischen der komplexen Zahl ⟨ i |a ⟩ und der komplexen Zahl ⟨ a | i ⟩?
Wir verabreden folgende Kurzschrift:

⟨ i |a ⟩ = ai. (2.12)

Wenn ⟨ i |a ⟩ die WA ist, daß der Endzustand ⟨ i | im Anfangszustand |a ⟩ enthalten ist, ist
| ⟨ i |a ⟩ |2 die entsprechende Wahrscheinlichkeit. Wenn man mit den ⟨ i | alle möglichen, einander
paarweise ausschließenden Endzustände erfaßt hat, die vom Anfangszustand |a ⟩ erreicht wer-
den können, dann ist trivialerweise die Wahrscheinlichkeit eins, daß irgendeiner der Endzustände
erreicht wird: Die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist eins:∑

i

| ⟨ i |a ⟩ |2 =
∑
i

⟨ i |a ⟩ ⟨ i |a ⟩∗ = 1. (2.13)

Da aber für jeden Zustand nach Gl. 2.1 ⟨φ |φ ⟩ = 1 gilt, erhält man mit ⟨ a | aus Gl. 2.9 und |a ⟩
aus Gl. 2.8 unter Verwendung von Gl. 2.11

⟨ a |a ⟩ = 1 =
∑
k

∑
i

⟨ a |k ⟩ ⟨ k | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ =
∑
i

⟨ a | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ =
∑
i

⟨ i |a ⟩ ⟨ a | i ⟩ . (2.14)

Vergleich von Gl. 2.13 mit Gl. 2.14 liefert die gesuchte Beziehung

⟨ i |a ⟩ = ai = ⟨ a | i ⟩∗ ,

⟨ a | i ⟩ = a∗
i = ⟨ i |a ⟩∗ ,

allgemein: ⟨φ |ψ ⟩ = ⟨ψ |φ ⟩∗ . (2.15)

2.1.1 Beziehungen zur Vektorrechnung und Matrizenrechnung
Es soll die Bedeutung der Beziehungen zwischen Bras und Kets noch in Analogie zur Vektorrech-
nung diskutiert werden (der Einfachheit halber werden hier Vektoren gewählt, die nur 2 Kompo-
nenten haben). Bei Beschränkung auf zwei Möglichkeiten lauten Gl. 2.8 und Gl. 2.9

|a ⟩ = |1 ⟩ a1 + |2 ⟩ a2, ⟨ a | = a∗
1 ⟨ 1 | + a∗

2 ⟨ 2 | ,

|e ⟩ = |1 ⟩ e1 + |2 ⟩ e2, ⟨ e | = e∗
1 ⟨ 1 | + e∗

2 ⟨ 2 | .
(2.16)

Als Kurzschrift für Gl. 2.16 werde vereinbart, daß man die Komponenten eines Kets in einer
Spaltenmatrix, die eines Bras in einer Zeilenmatrix arrangiert. Es gilt somit die Entsprechung

|a ⟩ =̂
(
a1
a2

)
, ⟨ a | =̂ (a∗

1 a
∗
2),

|e ⟩ =̂
(
e1
e2

)
, ⟨ e | =̂ (e∗

1 e
∗
2).

(2.17)

Ferner gilt für die Basiskets und Basisbras (sie spielen die Rolle von Einheitsvektoren in Richtung
der Koordinatenachsen im Ket-Raum und im Bra-Raum)

|1 ⟩ =̂
(

1
0

)
, ⟨ 1 | =̂ (1 0),

|2 ⟩ =̂
(

0
1

)
, ⟨ 2 | =̂ (0 1).

(2.18)
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Da (
a1
a2

)†

= (a∗
1 a

∗
2), (a∗

1 a
∗
2)† =

(
a1
a2

)
, (2.19)

läßt sich die Beziehung zwischen den Matrizen von Gl. 2.19 wegen Gl. 2.17 auf Bras und Kets
übertragen: Bras und Kets sind zueinander adjungierte (hermitesch konjugierte) Gebilde:

{|a ⟩ }† = ⟨ a | , {⟨ a | }† = |a ⟩ . (2.20)

Für Matrizenprodukte (Matrizen werden durch kalligraphische Großbuchstaben bezeichnet) gilt
die Beziehung

(ABC . . .YZ)† = Z†Y† . . . C†B†A†. (2.21)

Mit Gl. 2.20 und Gl. 2.21 ist somit die Beziehung Gl. 2.15 selbstverständlich: Da ⟨ψ |φ ⟩ eine kom-
plexe Zahl ist, gilt

⟨ψ |φ ⟩∗ = ⟨ψ |φ ⟩† = ({⟨ψ | } {|φ ⟩ })† = {|φ ⟩ }†{⟨ψ | †} = ⟨φ |ψ ⟩ , (2.22)

oder, in Matrizenschreibweise{
(ψ∗

1ψ
∗
2)
(
φ1
φ2

)}∗

=
{

(ψ∗
1ψ

∗
2)
(
φ1
φ2

)}†

=
(
φ1
φ2

)†

(ψ∗
1ψ

∗
2)† = (φ∗

1φ
∗
2)
(
ψ1
ψ2

)
= φ∗

1ψ1 + φ∗
2ψ2.

(2.23)

Die Orthogonalitätsrelation Gl. 2.11 stellt sich mit Gl. 2.18 als die Orthogonalität der Einheitsvek-
toren in Richtung der Koordinatenachsen in einem kartesischen Koordinatensystem heraus. Die
Zerlegung eines Kets (oder Bras) in Komponenten (siehe Gl. 2.8, hier im Spezialfall Gl. 2.16) lautet
in Matrizenschreibweise(

a1
a2

)
=
(

1
0

)
a1 +

(
0
1

)
a2 =

(
1
0

)
(1 0)

(
a1
a2

)
+
(

0
1

)
(0 1)

(
a1
a2

)
=

(
a1
0

)
+
(

0
a2

)
=
(

1 0
0 0

)(
a1
a2

)
+
(

0 0
0 1

)(
a1
a2

)
=

(
1 0
0 1

)(
a1
a2

)
=
{(

1 0
0 0

)
+
(

0 0
0 1

)}(
a1
a2

)
.

(2.24)

Damit ist auch die Bedeutung der Vollständigkeitsrelation Gl. 2.6 klar:

I = |1 ⟩⟨ 1 | + |2 ⟩⟨ 2 | ,

I=̂
(

1 0
0 1

)
, |1 ⟩⟨ 1 | =̂

(
1 0
0 0

)
, |2 ⟩⟨ 2 | =̂

(
0 0
0 1

)
.

(2.25)

Die Gebilde | i ⟩⟨ i | spielen die Rolle von Projektionsoperatoren, sie ordnen einem Ket |a ⟩ dessen
Projektion auf die | i ⟩ -Achse zu, nämlich

{| i ⟩⟨ i | }|a ⟩ = | i ⟩ ⟨ i |a ⟩ = | i ⟩ ai. (2.26)

Ein Vektor läßt sich erst dann in Komponenten zerlegen, wenn man über einen vollständigen,
orthogonalen Satz von Basisvektoren | i ⟩ verfügt, und somit alle Projektionsoperatoren | i ⟩⟨ i |
auf die Basisachsen kennt. Nach Gl. 2.24 ist die Summe aller Projektoren der Einheitsoperator.
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2.1.2 Zustandsraum
Die Zustände (Anfangs- und Endzustände = Kets und Bras) lassen sich als Vektoren in linearen
Vektorräumen auffassen. Eine vollständige, orthogonale Basis in solchen Räumen bildet einen voll-
ständigen Satz von Zuständen, die einander paarweise ausschließen. Die Länge der Projektion eines
Zustandskets |φ ⟩ auf die Basisachse | i ⟩ (gegeben durch die komplexe Zahl ⟨ i |φ ⟩ = φi) ist die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit der dieser Basiszustand | i ⟩ in dem Systemzustand |φ ⟩ ver-
treten ist. Damit läßt sich schon jetzt sagen, daß die Dynamik in einem Quantensystem durch eine
Relativbewegung (Drehung) von Systemket |φ ⟩ und Basisachsen beschrieben sein muß, weil sich
dabei die Längen der Projektionen auf die Basisachsen zeitlich ändern. Weil aber die Wahrschein-
lichkeit, irgendeinen der möglichen Basiszustände anzutreffen, eins sein muß, hat der Systemket
|φ ⟩ unveränderlich die Länge eins (siehe Gl. 2.14)

⟨φ |φ ⟩ =
∑
i

| ⟨ i |φ ⟩ |2 =
∑
i

|φi|2 = 1. (2.27)

Eine später zu klärende Frage wird sein, wie man vollständige und orthogonale Systeme von
Basiszuständen findet.

2.2 Dirac-Zustände
Ein System (z. B. ein Massenpunkt) sei in seiner Lage auf die x-Achse beschränkt, −∞ < x <
∞. Das System sei im Zustand |φ ⟩ . Eine Position im Intervall i∆x ≤ x < (i + 1)∆x, (i =
0,±1,±2, . . .), werde durch den Zustand |xi ⟩ bezeichnet. Diese Zustände sind vollständig und
orthogonal (wenn das System im Intervall i liegt, kann es nicht im Intervall j ̸= i sein), es gibt
abzählbar unendlich viele Zustände |xi ⟩ , welche eine Vollständigkeits- und eine Orthogonalitäts-
relation erfüllen:

+∞∑
i=−∞

|xi ⟩⟨xi | = I, ⟨xi |xj ⟩ = δij . (2.28)

Jeder Systemzustand |φ ⟩ kann bezüglich dieser Basis in Komponenten entwickelt werden,

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
+∞∑
i=−∞

|xi ⟩ ⟨xi |φ ⟩ . (2.29)

Die komplexen Zahlen ⟨xi |φ ⟩ sind die WA dafür, das System bei einer Ortsmessung im Intervall
i∆x ≤ x < (i+1)∆x anzutreffen. Will man die Präzision der Lokalisierung immer größer machen,
sodaß schließlich alle Punkte in −∞ < x <∞ zugelassen sind, ergibt sich folgende Schwierigkeit:
Die Punkte in −∞ < x < ∞ sind nicht-abzählbar unendlich viele. Man löst das Problem folgen-
dermaßen (sehr vereinfacht ohne mathematische Strenge dargestellt): Man schreibt Gl. 2.29 für
immer feinere Unterteilung der x-Achse in der Form

|φ ⟩ = lim
∆x→0

+∞∑
i=−∞

|xi ⟩√
∆x
⟨xi |√

∆x
|φ ⟩∆x, (2.30)

postuliert, daß ein sinnvoller Grenzwert

lim
∆x→0

|xi ⟩√
∆x

= |x ⟩ (2.31)

existiert und bezeichnet den Ket |x ⟩ als Dirac-Ket (man beachte, daß |xi ⟩ und |x ⟩ verschiedene
Dimension haben). Es wird — leider — üblicherweise keine Schreibweise verwendet, die es erlauben
würde, „normale“ Kets von Dirac-Kets zu unterscheiden. Wenn im Ket-Symbol | ⟩ ein Zeichen
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steht, das in der Mathematik üblicherweise für eine kontinuierliche Variable verwendet wird, also
z. B. x, dann ist der Ket |x ⟩ vermutlich ein Dirac-Ket. Damit erhält Gl. 2.30 die Form

|φ ⟩ =
+∞∫

−∞

|x ⟩ ⟨x |φ ⟩ dx =
+∞∫

−∞

|x ⟩ dx ⟨x |φ ⟩ . (2.32)

Das Vorziehen der Größe dx im Integral bedeutet nicht, daß über die komplexen Zahlen ⟨x |φ ⟩
nicht integriert wird: Aus dieser Form läßt sich nun sofort ablesen (durch Vergleich der beiden
Seiten in Gl. 2.32), daß für Dirac-Kets eine Vollständigkeitsrelation der Form

+∞∫
−∞

|x ⟩ dx ⟨x | = I (2.33)

gilt. Die komplexe Zahl ⟨x |φ ⟩ ist für jeden Wert von x in −∞ < x < ∞ definiert (also eine
Funktion von x) und hat die Bedeutung einer WDA, das System bei einer Ortsmessung an der
Stelle x anzutreffen. In Anlehnung an die Bezeichnung von Gl. 2.12 verwendet man die Schreibweise

⟨ i |φ ⟩ = φi WA, | i ⟩ normaler Ket,
⟨x |φ ⟩ = φ(x) WDA, |x ⟩ Dirac-Ket. (2.34)

Multipliziert man Gl. 2.32 von links mit dem Dirac-Bra ⟨x′ | und verwendet die Bezeichnungsweise
von Gl. 2.34, so folgt

⟨x′ |φ ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨x′ |x ⟩ ⟨x |φ ⟩ dx = φ(x′) =
+∞∫

−∞

⟨x′ |x ⟩φ(x)dx. (2.35)

Soll die Beziehung Gl. 2.35 richtig sein, so muß sich das System von komplexen Zahlen ⟨x′ |x ⟩
(eine Funktion von zwei Veränderlichen mit −∞ < x < ∞, −∞ < x′ < ∞) so verhalten wie die
Dirac-Funktion δ(x − x′) = δ(x′ − x). Kombiniert man diese Erkenntnis mit Gl. 2.33, so erhält
man für Dirac-Kets die Vollständigkeits- und Orthogonalitätsrelation in der Form

+∞∫
−∞

|x ⟩ dx ⟨x | = I, ⟨x |x′ ⟩ = δ(x− x′). (2.36)

2.2.1 Realisierbare Zustände als Superposition von Dirac-Kets
Ein Dirac-Ket kann kein realisierbarer Systemzustand sein, da Systemzustände die „Länge“ eins
haben müssen: ⟨φ |φ ⟩ = 1 bedeutet ja, daß etwas eben mit der Wahrscheinlichkeit eins so ist, wie
es ist. Der Dirac-Ket |x ⟩ kann daher kein Systemzustand sein, der die Bedeutung hat „ich halte
mich exakt an der Stelle x auf“. Diese Bedeutung hat der Zustand

|Position x ⟩ = lim
∆x→0

1√
∆x

x+∆x/2∫
x−∆x/2

|x′ ⟩ dx′, (Ket),

⟨Position x | = lim
∆x→0

1√
∆x

x+∆x/2∫
x−∆x/2

dx′′ ⟨x′′ | = {|Position x ⟩ }†, (Bra).

(2.37)
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Daß dieser Zustand auf eins normiert ist, weist man mit Hilfe von Gl. 2.36 leicht nach:

⟨Position x |Position x ⟩ = lim
∆x→0

1
∆x

x+∆x/2∫∫
x−∆x/2

⟨x′′ |x′ ⟩ dx′dx′′

= lim
∆x→0

1
∆x

x+∆x/2∫
x−∆x/2

dx′ = lim
∆x→0

1
∆x

∆x = 1.

(2.38)

2.2.2 Allgemeine Schreibweise für Basiskets
Ein vollständiger und orthogonaler Satz von Basiskets (= Koordinatenachsen im Raum der Zu-
stände) kann sowohl normale (abzählbare) Kets als auch Dirac-Kets enthalten. Betrachtet man
z. B. die Zustände |E ⟩ eines Wasserstoffatoms, welche die Bedeutung haben „ich habe exakt die
Energie E“, dann nimmt E bestimmte diskrete (abzählbare) Werte für gebundene Zustände an
(E < 0), aber beliebige kontinuierliche Werte E ≥ 0 jenseits der Ionisierungsgrenze. Es ist oft
nicht zweckmäßig, von vornherein auf normale Kets und Dirac-Kets zu spezialisieren. Man vereint
Gl. 2.28 und Gl. 2.36 in der Schreibweise

∑∫
i

| i ⟩di ⟨ i | = I, ⟨ i |j ⟩ = δ(i, j) = δ(j, i)

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
∑∫
i

| i ⟩di ⟨ i |φ ⟩ =
∑∫
i

| i ⟩di φ(i),

⟨ψ | = ⟨ψ | I =
∑∫
j

⟨ψ |j ⟩dj ⟨ j | =
∑∫
j

ψ∗(j)dj ⟨ j | ,

⟨ψ |φ ⟩ =
∑∫
j

∑∫
i

ψ∗(j)dj ⟨ j | i ⟩ di φ(i) =
∑∫
j,i

ψ∗(j)δ(j, i)φ(i)didj

=
∑∫
i

ψ∗(i)φ(i)di.

(2.39)

Zur Verdeutlichung sollen die Beziehungen von Gl. 2.39 noch getrennt für den diskreten und den
kontinuierlichen Fall der Variablen i angeschrieben werden:

∑
i

| i ⟩⟨ i | = I

∫
| i ⟩ di ⟨ i | = I

⟨ i |j ⟩ = δij ⟨ i |j ⟩ = δ(i− j)

|φ ⟩ =
∑
i

| i ⟩ ⟨ i |φ ⟩ =
∑
i

| i ⟩φi |φ ⟩ =
∫
| i ⟩ di ⟨ i |φ ⟩ =

∫
| i ⟩ di φ(i)

⟨ψ | =
∑
j

⟨ψ |j ⟩ ⟨ j | =
∑
j

ψ∗
j ⟨ j | ⟨ψ | =

∫
⟨ψ |j ⟩ dj ⟨ j | =

∫
ψ∗(j)dj ⟨ j | .

(2.40)
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Für die Wahrscheinlichkeitsamplitude ⟨ψ |φ ⟩ folgt im diskreten Fall

⟨ψ |φ ⟩ =
∑
j

∑
i

ψ∗
j ⟨ j | i ⟩φi =

∑
i

ψ∗
i φi = (ψ∗

1ψ
∗
2 . . . . . .)



φ1

φ2

...


. (2.41)

Bras und Kets können bei der Berechnung von WA, siehe auch Gl. 2.22, Gl. 2.23, durch die Zeilen-
und Spaltenmatrizen ersetzt werden, deren Elemente die WA bezüglich der im Zustandsraum
gewählten Basis sind. In dem Fall, daß als Basiskets Dirac-Kets verwendet werden, erhält man für
die Wahrscheinlichkeitsamplitude ⟨ψ |φ ⟩

⟨ψ |φ ⟩ =
∫∫

ψ∗(j)dj ⟨ j | i ⟩ di φ(i) =
∫
ψ∗(i)φ(i)di

=
(
ψ∗(i) −→ di . . .

)

φ(i)

↓

di
...

 .

(2.42)

Ein Integral über das Produkt einer Funktion ψ∗(i) mit einer Funktion φ(i) läßt sich somit ebenfalls
als Matrizenprodukt interpretieren: Die Funktionswerte ψ∗(i) werden als Zeilenmatrix mit einer
Zeile und kontinuierlichem Spaltenindex i (nicht-abzählbar unendlich viele Spalten) aufgefaßt,
die Funktionswerte φ(i) als Spaltenmatrix mit einer Spalte und kontinuierlichem Zeilenindex i
(nicht-abzählbar unendlich viele Zeilen). Die Funktionswerte aus einem infinitesimalen Intervall
di werden multipliziert, ψ∗(i)φ(i)di und über alle Werte von i aufsummiert.

2.3 Unitäre Basistransformationen
Im Raum der Zustände werden zwei verschiedene Basissysteme betrachtet. Der Einfachheit halber
soll hier angenommen werden, daß beide Basissysteme aus einer abzählbaren Menge von Basiskets
(keine Dirac-Kets) bestehen, obwohl die folgenden Überlegungen natürlich auch für den Fall zu-
treffen, daß eines oder beide Basissysteme von Dirac-Kets aufgespannt werden. Beide Basissysteme
sind vollständig und orthogonal:

∑
ℓ

|ℓ ⟩⟨ ℓ | = I, ⟨ ℓ |m ⟩ = δℓm, Basis 1,

∑
λ

|λ ⟩⟨λ | = I, ⟨λ |µ ⟩ = δλµ, Basis 2.
(2.43)

Man könnte (als Beispiel) damit folgende Vorstellung verbinden: Ein Massenpunkt sei längs der
x-Achse (−∞ < x < ∞) verschieblich. Die Zustände |ℓ ⟩ sollen die Bedeutung der Zustände
|xi ⟩ von Gl. 2.28 für i = ℓ besitzen (|xℓ ⟩ bedeutet: Der Massenpunkt befindet sich im Intervall
ℓ∆x ≤ x < (ℓ + 1)∆x). Die Zahl ⟨ ℓ |φ ⟩ ist somit die WA dafür, diesen durch den Zustandsket
|φ ⟩ beschriebenen Massenpunkt in einem ganz bestimmten Intervall der x-Achse anzutreffen.
Man könnte sich auch dafür interessieren, welchen Impuls px der Massenpunkt in x-Richtung
besitzt (−∞ < px < ∞). Die Zustände |λ ⟩ sollen bedeuten, daß der Impuls des Massenpunktes
im Intervall λ∆ p ≤ px < (λ+ 1)∆ p liegt.
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Die relative Lage der Basiskets in den beiden Systemen (entsprechend den Richtungskosinussen
in der gewöhnlichen Vektorrechnung) ist durch die komplexen Zahlen ⟨λ |ℓ ⟩ gegeben, die in einer
Matrix angeordnet werden können:

Matrix T : Matrixelemente Tλℓ = ⟨λ |ℓ ⟩ ,

Matrix T † : Matrixelemente T †
ℓλ = T ∗

λℓ = ⟨ ℓ |λ ⟩ .
(2.44)

Aus Gl. 2.43 folgt

δλµ = ⟨λ |I|µ⟩ =
∑
ℓ

⟨λ |ℓ ⟩ ⟨ ℓ |µ ⟩ =
∑
ℓ

TλℓT
†
ℓµ,

δℓm = ⟨ℓ |I|m⟩ =
∑
λ

⟨ ℓ |λ ⟩ ⟨λ |m ⟩ =
∑
λ

T †
ℓλTλm.

(2.45)

Die Beziehung zwischen den beiden Basissystemen ist somit durch eine unitäre Matrix festgelegt
(in symbolischer Matrizenschreibweise T , T †, und E für die Einheitsmatrix):

T T † = T †T = E . (2.46)

Ein beliebiger Zustandsket |φ ⟩ läßt sich bezüglich der beiden Basissysteme entwickeln:

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
∑
ℓ

|ℓ ⟩ ⟨ ℓ |φ ⟩ , Basis 1,

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
∑
λ

|λ ⟩ ⟨λ |φ ⟩ . Basis 2.
(2.47)

Die Bezeichnung ⟨ ℓ |φ ⟩ = φℓ, ⟨λ |φ ⟩ = φλ, siehe Gl. 2.12, ist aber nicht eindeutig, da für ℓ = 1,
λ = 1 die Zahlen φ1 nicht ausdrücken können, ob es sich um WA für die Lokalisierung oder für
die Impulsmessung handelt. Daher werden die WA durch ein Superskript unterschieden, welches
sich auf das verwendete Basissystem bezieht:

⟨ ℓ |φ ⟩ = φ
(1)
ℓ , Basis 1,

⟨λ |φ ⟩ = φ
(2)
λ . Basis 2.

(2.48)

Die Transformation der WA zwischen den beiden Basissystemen erhält man, indem man die erste
Beziehung in Gl. 2.47 mit dem Bra ⟨λ | von links multipliziert, die zweite Beziehung von links mit
dem Bra ⟨ ℓ | . Man erhält

⟨λ |φ ⟩ =
∑
ℓ

⟨λ |ℓ ⟩ ⟨ ℓ |φ ⟩ −→ φ
(2)
λ =

∑
ℓ

⟨λ |ℓ ⟩φ(1)
ℓ ,

⟨ ℓ |φ ⟩ =
∑
λ

⟨ ℓ |λ ⟩ ⟨λ |φ ⟩ −→ φ
(1)
ℓ =

∑
λ

⟨ ℓ |λ ⟩φ(2)
λ .

(2.49)

Die Transformation zwischen den WA φ
(1)
ℓ , φ(2)

λ erfolgt durch das System ⟨λ |ℓ ⟩ von komplexen
Zahlen, die für jedes Wertepaar ℓ, λ definiert sind: Diese Zahlen sind die Komponenten der in
Gl. 2.44 definierten Matrizen. Somit lauten die Transformationsgleichungen Gl. 2.49

φ
(2)
λ =

∑
ℓ

Tλℓφ
(1)
ℓ , φ

(1)
ℓ =

∑
λ

T †
ℓλφ

(2)
λ . (2.50)

Die Transformation der WA zwischen zwei Basissystemen erfolgt somit durch eine unitäre Matrix,
da T −1 = T †. Die Matrix T enthält die Information über die relative Lage der Basiskets in den
beiden Basissystemen (Analogie im dreidimensionalen kartesischen Raum: Die Drehmatrix, welche
das eine Dreibein der Basisvektoren in das andere Dreibein überführt). Für den Fall, daß beide
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Basissysteme aus Dirac-Kets (ℓ, λ kontinuierliche Variable) bestehen, hat die „Transformations-
matrix“ Gl. 2.44 nicht-abzählbar unendlich viele Zeilen und Spalten; die Matrixelemente Tλℓ sind
eine Funktion T (λ, ℓ) von zwei Variablen:

Matrix T : Matrixelemente T (λ, ℓ) = ⟨λ |ℓ ⟩ ,

Matrix T † : Matrixelemente T †(ℓ, λ) = T ∗(λ, ℓ) = ⟨ ℓ |λ ⟩ .
(2.51)

Die Unitarität dieser „Matrizen“ ist sinngemäß aus Gl. 2.45 abzulesen:∫
T (λ, ℓ)T †(ℓ, µ)dℓ = δ(λ− µ)∫
T †(ℓ, λ)T (λ,m)dλ = δ(ℓ−m).

(2.52)

Für die WDA gelten in diesem Fall die aus Gl. 2.50 abzulesenden Transformationsbeziehungen

φ(2)(λ) =
∫
T (λ, ℓ)φ(1)(ℓ)dℓ, φ(1)(ℓ) =

∫
T †(ℓ, λ)φ(2)(λ)dλ. (2.53)

Man beachte, daß Gl. 2.53 mit T (λ, ℓ) = exp(2πiλℓ) die Fouriertransformation darstellt, wobei ℓ
die Bedeutung der Frequenz, λ die Bedeutung der Zeit besitzt.

2.4 Observable als Operatoren. Darstellungen
Ein linearer Operator L verändert einen Ket |φ ⟩ im Ketraum durch eine Drehstreckung in einen
Ket |ψ ⟩ :

L|φ ⟩ = |ψ ⟩ . (2.54)

Adjungiert man Gl. 2.54 unter Beachtung der Regeln von Gl. 2.21 und Gl. 2.22, so folgt die korre-
spondierende Relation im Bra-Raum, die durch den adjungierten Operator L† vermittelt wird:

{L|φ ⟩ }† = {|ψ ⟩ }† = ⟨φ | L† = ⟨ψ | . (2.55)

Allgemein operieren lineare Operatoren auf Kets von links und resultieren in einem drehgestreckten
Ket, sie operieren auf Bras von rechts und resultieren in einem drehgestreckten Bra. Führt man
eine Basis∑∫

i

| i ⟩ di ⟨ i | = I, ⟨ i |j ⟩ = δ(i, j) (2.56)

ein, definiert Matrixelemente der Operatoren L , L† bezüglich dieser Basis durch

⟨i |L| j⟩ = Lij (diskreter Fall), oder = L(i, j) (kontinuierlicher Fall),

⟨i |L†| j⟩ = ⟨ j|L | i ⟩∗ = L†
ij = L∗

ji,
(2.57)

so resultiert aus der abstrakten Beziehung Gl. 2.54 für die gewählte Basis Gl. 2.56 eine Beziehung
zwischen den WA (oder WDA)

⟨ i|L |φ ⟩ = ⟨ i |ψ ⟩ = ⟨ i|LI |φ ⟩ =
∑∫
j

⟨ i|L |j ⟩ dj ⟨ j |φ ⟩

= ψ(i) =
∑∫
j

L(i, j)φ(j)dj.
(2.58)
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Die Bezeichnung „linearer Operator“ stellt die Komponenten ψ(i) des Kets |ψ ⟩ als Linearkombi-
nation der Komponenten φ(j) des Kets |φ ⟩ dar. Definiert man einen dem abstrakten Operator L
entsprechenden Operator Lop, der die Eigenschaft besitzt, die Komponenten ψ(i) aus den Kom-
ponenten φ(i) zu liefern, also

ψ(i) = Lopφ(i), (2.59)

so folgt durch Vergleich mit Gl. 2.58, daß dieser Operator definiert ist durch

Lopφ(i) =
∑∫
j

L(i, j)φ(j)dj = ⟨ i|L |φ ⟩ . (2.60)

Dazu ein einfaches Beispiel aus der Mathematik: Die Matrixelemente des Operators seien für eine
Basis aus Dirac-Kets durch

L(i, j) = d

dj
δ(i− j) = − d

di
δ(i− j) (2.61)

gegeben. Aus Gl. 2.60 folgt

−
∫

d

di
{δ(i− j)}φ(j)dj = − d

di

∫
δ(i− j)φ(j)dj = − d

di
φ(i) = Lopφ(i). (2.62)

Kombiniert man Gl. 2.58 und Gl. 2.59 für eine Basis aus Dirac-Kets

ψ(x) = Lopφ(x) =
∫
L(x, y)φ(y)dy (2.63)

so sieht man, daß eine Differentialgleichung (Lop, ψ(x) bekannt, φ(x) gesucht) äquivalent als
Integralgleichung formuliert werden kann (Matrixelemente L(x, y) bekannt, ψ(x) bekannt, φ(y)
gesucht). Das äquivalente abstrakte Problem zeigt Gl. 2.54: L, |ψ ⟩ sind gegeben, |φ ⟩ ist gesucht.
Die Lösung ist einfach: Man nimmt den zu L inversen Operator L−1. Die Lösung lautet

|φ ⟩ = L−1|ψ ⟩ . (2.64)

Übliche lineare Differentialgleichungen, Integralgleichungen oder Integrodifferentialgleichungen be-
deuten somit: Es hat jemand einen abstrakten Vektor (einen Ket) drehgestreckt und gibt die Pro-
zedur und das Ergebnis bekannt. Gesucht ist der Ket |φ ⟩ , von dem man ausgegangen ist, und
dazu muß man die Drehstreckung rückgängig machen.

2.4.1 Das Eigenwertproblem hermitescher Operatoren
Ein Operator ist hermitesch (= selbstadjungiert), wenn gilt

L = L†. (2.65)

Für seine Matrixelemente gilt somit nach Gl. 2.57

Lij = L†
ij = L∗

ji. (2.66)

Die Matrix eines hermiteschen Operators enthält in der Hauptdiagonale somit nur reelle Elemente.
Das Eigenwertproblem

L|ℓ ⟩ = ℓ|ℓ ⟩ (2.67)

fragt nach jenen Kets |ℓ ⟩ (das sind die Eigenkets des Operator L), welche bei Anwendung von
L sich bis auf eine multiplikative Konstante ℓ (den zum Eigenket |ℓ ⟩ gehörenden Eigenwert ℓ)
reproduzieren. Bildet man in Gl. 2.67 die Bracket mit dem Bra ⟨ ℓ | , so folgt

ℓ = ⟨ ℓ|L |ℓ ⟩
⟨ ℓ |ℓ ⟩

,

ℓ∗ = ⟨ ℓ|L |ℓ ⟩
∗

⟨ ℓ |ℓ ⟩∗
= ⟨ ℓ|L |ℓ ⟩

†

⟨ ℓ |ℓ ⟩†
= ⟨ℓ |L

†| ℓ⟩
⟨ ℓ |ℓ ⟩

= ⟨ ℓ|L |ℓ ⟩
⟨ ℓ |ℓ ⟩

= ℓ.

(2.68)
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Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Adjungiert man Gl. 2.67,

{L|ℓ ⟩ }† = ⟨ ℓ | L† = ⟨ ℓ | L = {ℓ|ℓ ⟩ }† = ℓ∗ ⟨ ℓ | = ℓ ⟨ ℓ | , (2.69)

so stellt sich heraus, daß der Operator L Eigenbras ⟨ ℓ | besitzt, die den Eigenkets |ℓ ⟩ entsprechen
und zu denselben Eigenwerten gehören. Für unitäre Basistransformationen im Ket-Raum mit dem
Transformationsoperator T

T T † = T †T = I (2.70)

folgt aus der Eigenwertgleichung

LI|ℓ ⟩ = LT †T |ℓ ⟩ = ℓ|ℓ ⟩ ,

{T LT †}{T |ℓ ⟩ } = ℓ{T |ℓ ⟩ }.
(2.71)

Aus Gl. 2.71 liest man ab, daß die auf die neue Basis transformierten Eigenkets, das sind die Kets
T |ℓ ⟩ , Eigenkets des transformierten Operators

L′ = T LT † (2.72)

sind, und daß die Eigenwerte unverändert bleiben (die reellen Eigenwerte hermitescher Operatoren
sind invariant gegen Basistransformationen). Schreibt man die Eigenwertgleichung Gl. 2.67 für zwei
verschiedene Eigenwerte an,

L|ℓ′ ⟩ = ℓ′|ℓ′ ⟩ ,

L|ℓ′′ ⟩ = ℓ′′|ℓ′′ ⟩ ,
(2.73)

bildet die Brackets mit den Eigenbras ⟨ ℓ′′ | , ⟨ ℓ′ | und adjungiert eine der beiden Gleichungen
unter Berücksichtigung der Hermitezität des Operators und des Umstands, daß die Eigenwerte
reell sind

⟨ ℓ′′|L |ℓ′ ⟩ = ℓ′ ⟨ ℓ′′ |ℓ′ ⟩ ,

⟨ ℓ′|L |ℓ′′ ⟩ = ℓ′′ ⟨ ℓ′ |ℓ′′ ⟩ −→ ⟨ ℓ′′|L |ℓ′ ⟩ = ℓ′′ ⟨ ℓ′′ |ℓ′ ⟩ ,
(2.74)

so folgt daraus die Beziehung

(ℓ′ − ℓ′′) ⟨ ℓ′′ |ℓ′ ⟩ = 0. (2.75)

Die zu verschiedenen Eigenwerten gehörenden Eigenkets sind orthogonal (die WA oder WDA
⟨ ℓ′ |ℓ′′ ⟩ ist null, die beiden Zustände schließen einander aus). Hat man das Eigenwertproblem
eines hermiteschen Operators gelöst und alle orthogonalen Eigenzustände gefunden, können diese
als Basiskets im Ket-Raum (oder Bra-Raum) dienen, da sie ein vollständiges und orthogonales
System bilden.

L|ℓ ⟩ = ℓ|ℓ ⟩ ,∑∫
ℓ

|ℓ ⟩ dℓ ⟨ ℓ | = I, ⟨ ℓ′ |ℓ′′ ⟩ = δ(ℓ′, ℓ′′). (2.76)

Man nennt die Basiskets, welche durch Lösung des Eigenwertproblems des Operators L gefunden
wurden, die L-Darstellung. Mit jedem hermiteschen Operator läßt sich somit eine Darstellung ge-
winnen, und diese Darstellungen müssen durch unitäre Transformationen ineinander überführbar
sein. Mit Hilfe von Gl. 2.76 ergibt sich, daß die Matrixelemente eines hermiteschen Operators be-
züglich der durch ihn begründeten Darstellung die einer Diagonalmatrix sind, wobei die Elemente
in der Hauptdiagonale gerade die Eigenwerte des Operators darstellen:

Lℓ′ℓ′′ = ⟨ ℓ′|L |ℓ′′ ⟩ = ℓ′′ ⟨ ℓ′ |ℓ′′ ⟩ = ℓ′′δ(ℓ′, ℓ′′) = ℓ′δ(ℓ′, ℓ′′). (2.77)
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Die abstrakte Eigenwertgleichung Gl. 2.67 kann für eine Basis von Dirac-Kets unter Verwendung
von Gl. 2.58–Gl. 2.60 in die aus der Mathematik bekannte Differentialgleichung (oder Integralglei-
chung) für Eigenfunktionen umgewandelt werden. Die Eigenfunktion ℓ(x) = ⟨x |ℓ ⟩ ist die WDA
dafür, bei einem System im Zustand |ℓ ⟩ die Eigenschaft x zu messen:

L|ℓ ⟩ = ℓ|ℓ ⟩

⟨x|L |ℓ ⟩ = ℓ ⟨x |ℓ ⟩ = Lopℓ(x) =
∫
L(x, x′)ℓ(x′)dx′ = ℓ ℓ(x).

(2.78)

2.4.2 Observable
Observable werden in der Quantentheorie durch hermitesche Operatoren repräsentiert. Für jede
klassische Größe L wird ein hermitescher Operator L = L† definiert, dessen reelle Eigenwerte
die Gesamtheit der möglichen Meßwerte dieser Größe darstellen (das Meßwertspektrum). Die
Eigenwerte können diskrete und/oder kontinuierliche Werte annehmen. Die Eigenwerte lassen sich
durch Diagonalisieren der Matrix des Operators finden, siehe Gl. 2.77. Sie sind unabhängig davon,
welche Darstellung (welches Basissystem) zur Beschreibung des Systems gewählt wurde, weil sie
invariant gegen unitäre Basistransformationen sind. Jeder Systemzustand |φ ⟩ kann nach einer
beliebigen Darstellung Gl. 2.76 entwickelt werden,

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
∑∫
ℓ

|ℓ ⟩ dℓ ⟨ ℓ |φ ⟩ =
∑∫
ℓ

|ℓ ⟩ dℓφ(ℓ). (2.79)

φ(ℓ) ist die WA (oder WDA) dafür, bei einer Messung der physikalischen Größe L (repräsentiert
durch den Operator L = L†) an einem System im Zustand |φ ⟩ den Meßwert ℓ zu erhalten. Aus
der Eigenwertgleichung Gl. 2.67 folgt ferner, daß für Operatorfunktionen f(L), die in eine Potenz-
reihe nach (positiven und negativen ganzzahligen) Potenzen von L entwickelt werden können, die
Beziehung gilt (für beliebige Operatoren gilt L0 = I)

f(L)|ℓ ⟩ = f(ℓ)|ℓ ⟩ . (2.80)

Für Operatorfunktionen f(L) gilt in ihrer eigenen Darstellung (der L-Darstellung) die sogenannte
Spektraldarstellung. Man gewinnt sie unter Beachtung von Gl. 2.76 aus Gl. 2.80

f(L) = If(L)I =
∑∫
ℓ

∑∫
ℓ′

|ℓ ⟩ dℓ ⟨ ℓ|f(L) |ℓ′ ⟩ dℓ′ ⟨ ℓ′ |

=
∑∫
ℓ

∑∫
ℓ′

|ℓ ⟩ dℓ f(ℓ′) ⟨ ℓ |ℓ′ ⟩ dℓ′ ⟨ ℓ′ |

=
∑∫
ℓ

∑∫
ℓ′

|ℓ ⟩ dℓ f(ℓ′)δ(ℓ, ℓ′)dℓ′ ⟨ ℓ′ |

=
∑∫
ℓ

|ℓ ⟩ f(ℓ)dℓ ⟨ ℓ | .

(2.81)

Anmerkung: Daraus folgt sofort, daß für einen Operator, der einen Eigenwert ℓ = 0 besitzt, kein
inverser Operator existiert (f(L) = L−1, f(ℓ) = ℓ−1 = 1/ℓ → 1/0 !). Ein Eigenwert ℓ = 0 be-
deutet nach Gl. 2.76, daß der Operator den entsprechenden Eigenket |ℓ ⟩ zum Null-Ket macht,
also auf eine zu diesem Ket orthogonale Ebene (Hyperebene) projiziert. Wenn man das Ergeb-
nis einer Projektion und die Projektionsrichtung kennt, kann aber keine eindeutige Umkehrung
gefunden werden, weil die Komponente des ursprünglichen Vektors in Projektionsrichtung nicht
rekonstruierbar ist.

2.5 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
Die physikalische Bedeutung der Eigenwerte von Observablen (hermiteschen Operatoren) wurde
in Abschn. 2.4 erläutert. Die Bedeutung der zugehörigen Eigenkets wird anhand der Bedeutung
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für Prognosen über den Ausgang einer Messung klar. Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrschein-
lichkeitsdichte), für ein im Zustand |φ ⟩ befindliches System bei einer Messung der Observablen
L den Meßwert ℓ zu erhalten, ist wegen Gl. 2.79

w(ℓ) = | ⟨ ℓ |φ ⟩ |2. (2.82)

Im Fall eines diskreten Spektrums sind die Eigenkets nach Gl. 2.76 auf die Länge eins normier-
bar, sie sind infolgedessen mögliche Systemzustände. Ist das System im Zustand |φ ⟩ = |ℓ′ ⟩ , so
resultiert für w(ℓ)

|φ ⟩ = |ℓ′ ⟩ −→ w(ℓ) = δℓℓ′ =
{

1, falls ℓ = ℓ′,
0, falls ℓ ̸= ℓ′.

(2.83)

Befindet sich ein System in einem Eigenzustand einer Observablen L so läßt sich für eine Mes-
sung der Observablen L prognostizieren, daß man mit Sicherheit den entsprechenden Eigenwert ℓ
erhalten wird. Hat man andererseits bei einer Messung am System im Zustand |φ ⟩ ≠ |ℓ ⟩ das
Meßergebnis ℓ erhalten, so muß sich bei einer Kontrollmessung im Abstand ∆t → 0, siehe Ab-
schn. 1.4, mit absoluter Sicherheit derselbe Meßwert ℓ ergeben. Als Folge der Messung mit dem
Ergebnis ℓ hat sich der Systemzustand von |φ ⟩ auf den Zustand |ℓ ⟩ geändert (das System wurde
mit der Eigenschaft ℓ „präpariert“). Im Fall eines kontinuierlichen Spektrums sind die Eigenkets
Dirac-Kets, also keine realisierbaren Systemzustände. Realisierbare Zustände haben die Form von
Gl. 2.37. Dafür lautet die Prognose (eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

|φ ⟩ = 1√
∆ℓ

ℓ′+∆ℓ/2∫
ℓ′−∆ℓ/2

|ℓ′′ ⟩ dℓ′′ −→ w(ℓ) =
{

1/∆ℓ für ℓ′ −∆ℓ/2 < ℓ < ℓ′ + ∆ℓ/2,
0 sonst. (2.84)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat für ∆ℓ → 0 den Charakter einer Diracfunktion δ(ℓ − ℓ′). Ist
ℓ eine Zufallsgröße, f(ℓ) eine Funktion dieser Zufallsgröße und w(ℓ) die W (oder WD) für das
Auftreten von ℓ, so ist der Erwartungswert dieser Funktion durch

f(ℓ) =
∑∫
ℓ

f(ℓ)w(ℓ)dℓ (2.85)

definiert. Der klassischen Funktion f(ℓ) entspricht in der Quantentheorie die entsprechende Ope-
ratorenfunktion f(L), für w(ℓ) ist aus Gl. 2.82 einzusetzen. Befindet sich ein System im Zustand
|φ ⟩ , so erhält man einen Meßwert ℓ der Observablen L mit der Wahrscheinlichkeit w(ℓ). Bei
sehr vielen Messungen von L, die an Systemen im Zustand |φ ⟩ durchgeführt werden, erhält man
für die Funktion f(L) nach Gl. 2.85, Gl. 2.82 den Erwartungswert (er wird durch die in spitze
Klammern gesetzte Operatorenfunktion bezeichnet)

⟨ f(L) ⟩ =
∑∫
ℓ

f(ℓ)| ⟨ ℓ |φ ⟩ |2dℓ =
∑∫
ℓ

f(ℓ) ⟨ ℓ |φ ⟩ ⟨φ |ℓ ⟩ dℓ

= ⟨φ |

∑
∫
ℓ

|ℓ ⟩ f(ℓ)dℓ ⟨ ℓ |

 |φ ⟩ = ⟨φ|f(L) |φ ⟩ .
(2.86)

Die letzte Form folgt mit der Spektraldarstellung Gl. 2.81 der Operatorfunktion f(L). Da L = L†,
{f(L)}† = f(L) (nur reelle Funktionen f(ℓ) sind hier zugelassen) ist der Erwartungswert ⟨ f(L) ⟩
eine reelle Größe.

2.6 Verträgliche Messungen. Kommutierende Observable
Es gebe zwei voneinander entkoppelte Welten. In ihnen existierende Gebilde werden durch den
Index i = 1, 2 unterschieden. In jeder Welt existieren Operatoren, Zustände, Eigenwertprobleme
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und Darstellungen, welche eine Basis für die Zustände bilden, also Beziehungen der Art

Li|ℓi ⟩ = ℓi|ℓi ⟩ −→
∑∫
ℓi

|ℓi ⟩ dℓi ⟨ ℓi | = Ii, ⟨ ℓ′
i |ℓ′′

i ⟩ = δ(ℓ′
i, ℓ

′′
i )

Li|φi ⟩ = |ψi ⟩ , i = 1, 2.
(2.87)

Aus Ökonomiegründen entschließt sich ein Beobachter, eine Schreibweise einzuführen, welche die
Vorgänge in beiden Welten erfaßt (das kann kein realer Beobachter sein, denn über ihn bestünde
zweifellos eine Verkopplung der beiden Welten). Er definiert Kets und Bras |φ1, φ2 ⟩ , ⟨φ1, φ2 | ,
in denen die Kets (Bras) von Welt 1 jeweils an erster Stelle, die von Welt 2 jeweils an zweiter
Stelle genannt werden. Damit läßt sich eine WA definieren, daß sowohl in Welt 1 |φ1 ⟩ in ⟨ψ1 |
übergeht, als auch in Welt 2 der Endzustand ⟨ψ2 | im Anfangszustand |φ2 ⟩ enthalten ist:

⟨ψ1, ψ2 |φ1, φ2 ⟩ = ⟨ψ1 |φ1 ⟩ ⟨ψ2 |φ2 ⟩ . (2.88)

Jeder Operator aus Welt 1 ist mit jedem Operator aus Welt 2 vertauschbar: Da die Operatoren
jeweils nur auf die Zustände operieren, die in ihrer Welt liegen, gilt nämlich mit Gl. 2.87

L1|φ1, φ2 ⟩ = |ψ1, φ2 ⟩ −→ L2L1|φ1, φ2 ⟩ = L2|ψ1, φ2 ⟩ = |ψ1, ψ2 ⟩ ,

L2|φ1, φ2 ⟩ = |φ1, ψ2 ⟩ −→ L1L2|φ1, φ2 ⟩ = L1|φ1, ψ2 ⟩ = |ψ1, ψ2 ⟩ ,

d. h. (L1L2 − L2L1)|φ1, φ2 ⟩ = 0.

(2.89)

Das gilt für beliebige Kets |φ1, φ2 ⟩ und somit verschwindet der Operator

[L1, L2] = L1L2 − L2L1 = 0. (2.90)

Die eckige Klammer bezeichnet den sogenannten Kommutator zweier Operatoren. Operatoren
aus Welt 1 sind mit solchen aus Welt 2 vertauschbar. Wenn zwei Operatoren kommutieren (ver-
tauschbar sind), dann haben sie auch simultane Eigenzustände (d. h. es gibt Zustände, die sowohl
Eigenzustände des einen als auch des anderen Operators sind). Für die als |ℓ1, ℓ2 ⟩ bezeichneten
Zustände gilt

L1|ℓ1, ℓ2 ⟩ = ℓ1|ℓ1, ℓ2 ⟩ ,
L2|ℓ1, ℓ2 ⟩ = ℓ2|ℓ1, ℓ2 ⟩ ,

(L1L2 − L2L1)|ℓ1, ℓ2 ⟩ = (ℓ1ℓ2 − ℓ2ℓ1)|ℓ1, ℓ2 ⟩ = 0.
(2.91)

Aus den simultanen Eigenkets kann eine Basis für beide Welten gebildet werden∑∫
ℓ1

∑∫
ℓ2

|ℓ1, ℓ2 ⟩ dℓ1dℓ2 ⟨ ℓ1, ℓ2 | = I, ⟨ ℓ′
1, ℓ

′
2 |ℓ′′

1 , ℓ
′′
2 ⟩ = δ(ℓ′

1, ℓ
′′
1)δ(ℓ′

2, ℓ
′′
2), (2.92)

bezüglich derer beliebige Kets (welche Anteile in beiden Welten besitzen) sich entwickeln lassen:

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
∑∫
ℓ1,ℓ2

|ℓ1, ℓ2 ⟩ dℓ1dℓ2 ⟨ ℓ1, ℓ2 |φ ⟩ =
∑∫
ℓ1,ℓ2

|ℓ1, ℓ2 ⟩ dℓ1dℓ2 φ(ℓ1, ℓ2). (2.93)

φ(ℓ1, ℓ2) ist die WA (oder WDA), bei einem System im Zustand |φ ⟩ bei Messung von L1 den
Meßwert ℓ1, bei Messung von L2 den Meßwert ℓ2 zu erhalten. Somit ist die Wahrscheinlichkeit
(oder Wahrscheinlichkeitsdichte) dafür

w(ℓ1, ℓ2) = | ⟨ ℓ1, ℓ2 |φ ⟩ |2.

Für ein diskretes Spektrum sind die Kets |ℓ′
1, ℓ

′
2 ⟩ mögliche Zustände |φ ⟩ . Für sie resultiert

w(ℓ1, ℓ2) =
{

1, falls ℓ1 = ℓ′
1, ℓ2 = ℓ′

2,
0 sonst. (2.94)
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Befindet sich ein System in einem simultanen Eigenzustand der Observablen L1, L2, |φ ⟩ =
|ℓ1, ℓ2 ⟩ , so erhält man mit Gewißheit bei einer Messung von L1, L2 (egal, in welcher Reihenfolge)
das Meßwertpaar ℓ1, ℓ2. Hat man andererseits bei einem System im Zustand |φ ⟩ die Observable
L1 mit dem Ergebnis ℓ1 gemessen, und erhält man bei einer im Abstand ∆t→ 0 durchgeführten
Messung von L2 das Ergebnis ℓ2 (die Reihenfolge könnte auch vertauscht werden), so befindet
sich das System nach der zweiten Messung im Zustand |ℓ1, ℓ2 ⟩ . Kontrollmessungen im Abstand
∆t → 0 liefern sicher die Meßwerte ℓ1, ℓ2. Sind zwei Observable verträglich meßbar (siehe auch
Abschn. 1.4), so werden sie in der Quantentheorie durch zwei hermitesche, kommutierende Ope-
ratoren dargestellt (sie haben simultane Eigenzustände zu reellen Eigenwerten).

Verschränkte Zustände und spukhafte Fernwirkung

Entwicklungen von Zuständen nach Gl. 2.93 führen zu verblüffenden Folgerungen. Ein Zustand sei

|φ ⟩ = 1√
2

(|ℓ1, ℓ2 ⟩ + |ℓ′
1, ℓ

′
2 ⟩ ).

Zunächst bedeutet dies, daß die beiden Welten vor ihrer Trennung einmal intim verkoppelt gewe-
sen sein müssen, sodaß dieser „verschränkte Zustand“ (entangled state) erzeugt werden konnte.
Es bedeutet aber auch, daß ein Meßergebnis ℓ′

2 in der Welt 2 augenblicklich festlegt, daß bei einer
Messung in Welt 1 nur mehr der Meßwert ℓ′

1 möglich ist (der Zustand |ℓ1, ℓ2 ⟩ ist durch das Meß-
ergebnis ℓ′

2 bereits ausgeschlossen). Einstein [8] hat das als „spukhafte Fernwirkung“ bezeichnet
(weil die Raumpunkte, in denen die beiden Messungen durchgeführt werden, beliebig weit entfernt
sein können, aber dennoch das Meßergebnis ℓ′

2 in der Welt 2 augenblicklich festlegt, daß in der
Welt 1 nur mehr das Meßergebnis ℓ′

1 möglich ist) und vermutet, daß die Quantentheorie repa-
raturbedürftig ist (weil sie nämlich gestattet, solche verschränkten Zustände anzuschreiben, aus
denen dann offenbar unsinnige Schlußfolgerungen gezogen werden müssen). Wie in Abschn. 3.1.2
und Abschn. B.8 ausführlich gezeigt wird, lassen sich verschränkte Zustände tatsächlich erzeugen,
und die „offenbar unsinnigen Folgerungen“ lassen sich im Experiment bestätigen. Die Quanten-
theorie ist somit eine nichtlokale Theorie (sie widerspricht der Annahme des lokalen Realismus,
welche besagt, daß eine Messung am Ort A vernünftigerweise nicht darüber entscheiden kann, was
an einem anderen Ort B gemessen werden wird). Die Quantentheorie bedarf keiner Modifikation
(etwa durch die Annahme sogenannter „verborgener Variabler“). Bell [4] hat gezeigt, daß keine
Theorie mit verborgenen Variablen möglich ist, welche zu denselben (richtigen) Prognosen führt,
wie die Quantentheorie (Abschn. B.10, B.11). Zweifelsfreie endgültige experimentelle Ergebnisse
zur Bestätigung der theoretischen Voraussagen über das Verhalten verschränkter Systeme werden
in [55] diskutiert.

2.6.1 Vollständiger Satz kommutierender Observabler
Jeder Operator L kommutiert trivialerweise mit Funktionen f(L) (wie besprochen, sind nur sol-
che Funktionen zugelassen, die nach positiven und negativen ganzzahligen Potenzen inklusive der
Potenz Null von L entwickelt werden können). Sucht man für ein System alle Observablen, die
paarweise verträglich meßbar sind (damit sind auch alle verträglich meßbar) und repräsentiert sie
durch paarweise nichttrivial kommutierende, hermitesche Operatoren, so können die simultanen
Eigenkets dieses sogenannten vollständigen Satzes kommutierender Observabler als Basiskets für
eine Beschreibung der Systemzustände dienen. Die Erweiterung von Gl. 2.91–Gl. 2.94 auf diesen
Fall ist offenkundig (daher werden die Beziehungen nicht mehr angeschrieben). Bildet ein einziger
Operator einen vollständigen Satz kommutierender Observabler, dann spricht man von einer ma-
ximalen Observablen, da durch eine einzige Messung der Systemzustand festliegt. In allen anderen
Fällen spricht man von entarteten Eigenwerten. Bilden die beiden Operatoren L1, L2 einen voll-
ständigen Satz kommutierender Observabler, und hat L1 eine Anzahl n1 von Eigenwerten ℓ1, L2
eine Anzahl n2 von Eigenwerten ℓ2, so liegt durch eine Messung von L1 mit dem Ergebnis ℓ′

1 der
Zustand noch nicht fest, da jeder der Zustände |ℓ′

1, ℓ2 ⟩ (n2 mögliche Werte für ℓ2) noch in Frage
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kommt: Man sagt, die Eigenwerte ℓ1 sind n2-fach entartet. Die Eigenwertspektren der Operato-
ren des vollständigen Satzes kommutierender Observabler werden durch die nichtverschwindenden
Kommutatoren mit den restlichen Observablen des Systems festgelegt (siehe später Abschn. 3.2).
Bei der Quantisierung klassischer Systeme kann es sein, daß nicht alle für die Quantentheorie
erforderlichen Observablen erfaßt werden: Es gibt inhärent quantenmechanische Observable (z. B.
den Elektronenspin), die in klassischen Experimenten nicht zu beobachtbaren Effekten führen. Für
die „richtige“ Einführung solcher zusätzlicher Observabler, die zur zutreffenden Beschreibung von
Quantenphänomenen geeignet sind, gibt es in der Regel Nobelpreise.

2.6.2 Lop für zwei oder mehr kommutierende Observable
Der in Anwendung auf WA (oder WDA) in Gl. 2.59 definierte Operator Lop muß auf den Fall
mehrerer kommutierender Observabler erweitert werden. Als Beispiel wird angenommen, daß die
Observablen L1, L2 einen vollständigen Satz kommutierender Observabler bilden. Der allgemeinste
Operator L kann sicher nicht in der Form des Produktes f(1)g(2) geschrieben werden, wobei im
Argument von f nur Operatoren aus Welt 1, im Argument von g nur Operatoren aus Welt 2
vorkommen. Dazu ein Beispiel

L = L1L2 +M1M2 + . . . ̸= f(1)g(2) = g(2)f(1). (2.95)

Daher muß die Definition von Matrixelementen eines Operators L bezüglich der Basis von Gl. 2.92
vorgenommen werden:

L(ℓ′
1, ℓ

′
2; ℓ′′

1 , ℓ
′′
2) = ⟨ ℓ′

1, ℓ
′
2|L |ℓ′′

1 , ℓ
′′
2 ⟩ . (2.96)

Für den Spezialfall L = M1M2 läßt sich Gl. 2.96 mit den Rechenregeln von Gl. 2.88 und Gl. 2.89
auf die früher in Gl. 2.57 definierten Matrixelemente zurückführen. Mit

M1|ℓ′′
1 , ℓ

′′
2 ⟩ = |φ1, ℓ

′′
2 ⟩ ,

M2|ℓ′′
1 , ℓ

′′
2 ⟩ = |ℓ′′

1 , φ2 ⟩ ,

M1M2|ℓ′′
1 , ℓ

′′
2 ⟩ = |φ1, φ2 ⟩ (2.97)

folgt

L(ℓ′
1, ℓ

′
2; ℓ′′

1 , ℓ
′′
2) = ⟨ ℓ′

1, ℓ
′
2|M1M2 |ℓ′′

1 , ℓ
′′
2 ⟩ = ⟨ ℓ′

1, ℓ
′
2 |φ1, φ2 ⟩ = ⟨ ℓ′

1 |φ1 ⟩ ⟨ ℓ′
2 |φ2 ⟩

= ⟨ ℓ′
1|M1 |ℓ′′

1 ⟩ ⟨ ℓ′
2|M2 |ℓ′′

2 ⟩

= M1(ℓ′
1, ℓ

′′
1)M2(ℓ′

2, ℓ
′′
2).

(2.98)

Damit lassen sich die Beziehungen Gl. 2.58–Gl. 2.60 erweitern:

L|φ ⟩ = |ψ ⟩ ,

⟨ ℓ1, ℓ2|L |φ ⟩ = ⟨ ℓ1, ℓ2 |ψ ⟩ = ⟨ ℓ1, ℓ2|LI |φ ⟩ =
∑∫
ℓ′

1,ℓ
′
2

⟨ ℓ1, ℓ2|L |ℓ′
1, ℓ

′
2 ⟩ dℓ′

1dℓ
′
2 ⟨ ℓ′

1, ℓ
′
2 |φ ⟩

= ψ(ℓ1, ℓ2) =
∑∫
ℓ′

1,ℓ
′
2

L(ℓ1, ℓ2; ℓ′
1, ℓ

′
2)φ(ℓ′

1, ℓ
′
2)dℓ′

1dℓ
′
2,

ψ(ℓ1, ℓ2) = Lopφ(ℓ1, ℓ2),

Lopφ(ℓ1, ℓ2) =
∑∫
ℓ′

1,ℓ
′
2

L(ℓ1, ℓ2; ℓ′
1, ℓ

′
2)φ(ℓ′

1, ℓ
′
2)dℓ′

1dℓ
′
2 = ⟨ ℓ1, ℓ2|L |φ ⟩ .

(2.99)

Für den Fall von Dirac-Kets |ℓ1, ℓ2 ⟩ kann man, wie früher in Gl. 2.63, die abstrakte Drehstreckung
L|φ ⟩ = |ψ ⟩ als partielle Differentialgleichung oder als Integralgleichung schreiben:

ψ(x, y) = Lopφ(x, y) =
∫∫

L(x, y;x′, y′)φ(x′, y′)dx′dy′. (2.100)
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2.7 Nichtverträgliche Messungen. Kommutatoren
Aufgrund der Diskussion in Abschn. 2.6 ist klar, daß für nichtverträglich meßbare Observable
(siehe Abschn. 1.4) gefordert werden muß, daß sie keine simultanen Eigenzustände besitzen. Eine
notwendige und hinreichende Bedingung ist, daß der Kommutator nicht verschwindet:

[L,M ] = LM −M L = jC. (2.101)

Wenn L, M hermitesch sind, ist auch C hermitesch. Definiert man (der Erwartungswert von
Funktionen von Observablen für einen Systemzustand |φ ⟩ wurde in Gl. 2.86 definiert)

(∆L)2 = ⟨L2 ⟩ − ⟨L ⟩2, (∆M)2 = ⟨M2 ⟩ − ⟨M ⟩2, (2.102)

so gilt eine Unschärferelation für Messungen zu gleichen Zeiten, siehe Abschn. 1.3, welche die Form

∆L ·∆M ≥ 1
2
|⟨C ⟩| (2.103)

besitzt. Die Ableitung ist in Abschn. A.1 angegeben. Eine klassische Observable L, welche das
Produkt zweier klassischer Observabler A, B ist, also L = AB, kann in der Quantentheorie nicht
durch den Operator L = AB ersetzt werden: Sind nämlich A = A†, B = B† hermitesche Opera-
toren, so ist L = AB nicht hermitesch, falls [A,B] ̸= 0 gilt. In diesem Fall definiert man in der
Quantentheorie einen symmetrisierten Operator

L = 1
2

(AB +BA) = 1
2

[A,B]+, (2.104)

für den L = L† gilt. Der Ausdruck [A,B]+ wird als Antikommutator bezeichnet.

2.8 Operatorfunktionen. Projektoren. Spur des Operators
In diesem Abschnitt werden einige Sätze über Operatoren aufgeführt, die zu einer kompakteren
Schreibweise von Beziehungen in der Quantentheorie führen.

2.8.1 Projektionsoperatoren
Ein Operator P , der einen Ket |φ ⟩ des Ket-Raums in einen niedrigerdimensionalen Teilraum
projiziert (Ergebnisket: |ψ ⟩ ), wird als Projektionsoperator (oder Projektor) bezeichnet. Da eine
nochmalige (oder mehrmalige) Anwendung von P den Ergebnis-Ket |ψ ⟩ nicht mehr verändert,
ist jede positive Potenz von P gleich dem Operator P (er wird deshalb auch als idempotent
bezeichnet). Speziell gilt

P = P 2 −→ P (P − I) = 0. (2.105)

In Anwendung von Gl. 2.80 läßt sich zeigen: Erfüllt ein Operator eine algebraische Gleichung, so
erfüllen seine Eigenwerte dieselbe algebraische Gleichung. Die Eigenwerte von P lauten daher

p(p− 1) = 0 −→ p1 = 1, p2 = 0. (2.106)

Zum Eigenwert p1 = 1 gehören alle Kets, die bereits zur Gänze im Unterraum liegen (sie werden
bei der Projektion nicht geändert), zum Eigenwert p2 = 0 gehören alle Kets, die auf den Unterraum
orthogonal stehen (sie werden bei der Projektion in den Nullket verwandelt). Bilden beispielsweise
die Operatoren L, M einen vollständigen Satz kommutierender Observabler mit nℓ verschiedenen
Eigenwerten ℓ, nm verschiedenen Eigenwerten m, so wird die Basis durch die Kets |ℓ,m ⟩ gebildet:
Der Ket-Raum ist von der Dimension nℓnm. Wird nun L mit dem Ergebnis ℓ′ gemessen, so kann
der Zustandsket nur mehr im nm-dimensionalen Unterraum liegen, der von den Kets |ℓ′,m ⟩
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aufgespannt wird. Diese Projektion wird durch den Projektor auf den Eigenraum des Eigenwertes
ℓ′ vermittelt. Für diskrete Spektren:

PER(ℓ′) =
∑
m

|ℓ′,m ⟩⟨ ℓ′,m | . (2.107)

Die Verallgemeinerung auf den Fall, daß der vollständige Satz kommutierender Observabler aus
mehr als zwei Operatoren besteht, ist offenkundig.

2.8.2 Operatorfunktionen
Als Operatorfunktionen sind solche zugelassen, welche in eine Potenzreihe entwickelt werden kön-
nen. Für sie gilt die Spektraldarstellung Gl. 2.81, die mit den Projektoren auf einen Eigenket

P | ℓ ⟩ = |ℓ ⟩⟨ ℓ | (2.108)

in der Form

f(L) =
∑∫
ℓ

P | ℓ ⟩ f(ℓ)dℓ (2.109)

geschrieben werden kann. Für f(L) = I folgt daraus die Vollständigkeitsrelation. Ist f(ℓ) keine
Funktion, die in eine Potenzreihe entwickelbar ist (eine symbolische Funktion s(ℓ), z. B. δ(ℓ),
sgn(ℓ), H(ℓ) etc)̇, so kann man wegen Gl. 2.109 verabreden, einen Ausdruck der Form

∑∫
ℓ

P | ℓ ⟩ s(ℓ)dℓ = (Definition, Abkürzung) = s(L) (2.110)

mit dem Symbol s(L) abzukürzen. Die Ableitung einer Operatorfunktion nach einem Operator ist
wie folgt definiert

∂f(L,M,N, . . .)
∂L

= lim
ε→0

f(L+ εI,M,N . . . )− f(L,M,N . . .)
ε

. (2.111)

Man beachte, daß die üblichen Rechenregeln versagen, wenn man es mit nichtkommutierenden
Operatoren zu tun hat, also exp(A+B) ̸= exp(A) exp(B), wenn [A,B] ̸= 0.

2.8.3 Spur eines Operators
Als Spur eines Operators wird die Summe der Diagonalelemente seiner Matrix (in einer beliebi-
gen Darstellung) bezeichnet: Sie ist invariant gegen Basistransformationen und stellt somit für
Observable die Summe aller Eigenwerte dar (es gibt ja eine Darstellung, welche die Matrix zur
Diagonalmatrix macht).

Sp{M} =
∑∫
ℓ

M(ℓ, ℓ)dℓ =
∑∫
ℓ

⟨ ℓ|M |ℓ ⟩ dℓ. (2.112)

Die Spur eines Produktes von Operatoren ist invariant gegen zyklische Vertauschungen,

Sp{ABC} = Sp{BC A} = Sp{C AB}. (2.113)

Damit läßt sich die Invarianz der Spur gegen Basistransformationen nachweisen (man ersetzt die
Operatoren durch transformierte Operatoren gemäß Gl. 2.72). Speziell ist

Sp{|φ ⟩⟨ψ | } =
∑∫
ℓ

⟨ ℓ |φ ⟩ ⟨ψ |ℓ ⟩ dℓ =
∑∫
ℓ

⟨ψ |ℓ ⟩ dℓ ⟨ ℓ |φ ⟩ = ⟨ψ|I |φ ⟩ = ⟨ψ |φ ⟩ . (2.114)
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2.9 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte für reine
Zustände und Gemische

Jetzt können die in Abschn. 2.5 in Gl. 2.82 und Gl. 2.86 dargelegten, experimentell überprüfbaren
Beziehungen für Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte so formuliert werden, daß ihre Inva-
rianz gegen Basistransformationen manifest wird (physikalische Aussagen müssen von der zufällig
gewählten mathematischen Beschreibung unabhängig sein). Ein vollständiger Satz kommutieren-
der Observabler bestehe aus den Operatoren L, M , . . ., Z. Das System sei im Zustand |φ ⟩ . Eine
Basis bilden die simultanen Eigenkets |ℓ,m, . . . , z ⟩ . Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
von L den Wert ℓ zu erhalten, ist (beachte Gl. 2.107, Gl. 2.114)

w(ℓ) = | ⟨ ℓ,m, . . . z |φ ⟩ |2 (m, . . . , z beliebig)

=
∑∫
m

. . .
∑∫
z

⟨φ |ℓ,m, . . . z ⟩ dm . . . dz ⟨ ℓ,m, . . . z |φ ⟩ = ⟨φ |PER(ℓ)|φ⟩

= Sp{P |φ ⟩PER(ℓ)}.

(2.115)

Für den Erwartungswert einer Observablenfunktion erhält man analog (man beachte die Spekt-
raldarstellung Gl. 2.109)

⟨ f(L) ⟩ =
∑∫
ℓ

f(ℓ)w(ℓ)dℓ =
∑∫
ℓ

. . .
∑∫
z

⟨φ |ℓ,m, . . . z ⟩ f(ℓ)dℓdm . . . dz ⟨ ℓ,m, . . . z |φ ⟩

= ⟨φ|f(L) |φ ⟩ = Sp{P |φ ⟩ f(L)}.

(2.116)

Damit steht auch die Invarianz der Erwartungswerte gegen Basistransformationen fest.

2.9.1 Gemische
Es trifft oft zu, daß — nicht aus inhärent quantenmechanischen Gründen, sondern aus Gründen
der „Faulheit“ oder wegen der Schwierigkeit der Messungen — der Zustandsket |φ ⟩ des Systems
nicht bekannt ist. Zur Auswahl sollen noch orthonormierte Kets |φα ⟩ zur Verfügung stehen, die
mit den Wahrscheinlichkeiten wα tatsächlich den Systemket φ darstellen. Man bezeichnet diese
Situation (im Gegensatz zum reinen Zustand) als Gemisch.

|φα ⟩ mit wα,
∑
α

wα = 1, ⟨φα |φβ ⟩ = δαβ . (2.117)

Es wird ein sogenannter statistischer Operator ρ definiert:

ρ =
∑
α

|φα ⟩wα ⟨φα | . (2.118)

Die für das Gemisch relevanten Prognosen erhält man, indem man w(ℓ) und ⟨ f(L) ⟩ von Gl. 2.115,
Gl. 2.116 für einen Zustand |φα ⟩ berechnet und dann mit den Wahrscheinlichkeiten wα gewichtet
(man beachte dabei Gl. 2.118):

w(ℓ) =
∑
α

wαSp{P |φα ⟩ PER(ℓ)} = Sp{ρPER(ℓ)},

⟨ f(L) ⟩ =
∑
α

wαSp{P |φα ⟩ f(L)} = Sp{ρ f(L)}.
(2.119)

Der statistische Operator hat die Eigenschaft

Sp(ρ) =
∑
α

wα = 1, Sp(ρ2) =
∑
α

w2
α ≤ 1. (2.120)
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Wenn es sich um einen reinen Zustand handelt, ist ρ ein Projektor:

ρ = |φ ⟩⟨φ | = ρ2, Sp(ρ) = Sp(ρ2) = 1. (2.121)

2.9.2 Anmerkung zum statistischen Operator
Ein Gemisch kann auch simuliert werden, indem man die in Frage kommenden Zustände |φα ⟩
mit statistisch gleichverteilten Phasen zu einem (normierten) Ket |φ ⟩ superponiert, die Prognosen
nach Gl. 2.115, Gl. 2.116 berechnet und anschließend über die Phasen mittelt. Beispiel: Es seien
die Zustände |φ1 ⟩ , |φ2 ⟩ je mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 vertreten. Statt den statistischen
Operator

ρ = 1
2

(|φ1 ⟩⟨φ1 | + |φ2 ⟩⟨φ2 | ), ⟨φ1 |φ2 ⟩ = 0 (2.122)

zu definieren, kann man den Ket

|φ ⟩ = 1√
2
|φ1 ⟩ + 1√

2
e jδ|φ2 ⟩ , w(δ) = 1

2π
in 0 ≤ δ < 2π, (2.123)

definieren. Verwendet man ρ aus Gl. 2.122 in Gl. 2.119, so erhält man dieselben Ergebnisse, wenn
man |φ ⟩ von Gl. 2.123 in Gl. 2.115, Gl. 2.116 einsetzt und anschließend über die gleichverteilte
Zufallsvariable δ mittelt.

2.10 Der Weg von der Ignoranz zum Zustandsket
Ein vollständiger Satz kommutierender Observabler bestehe aus den Operatoren L, M , . . ., Z.
Die im Ket-Raum gewählte Basis besteht aus den simultanen Eigenkets |ℓ,m, . . . , z ⟩ , sie ist
vollständig und orthogonal,

∑∫
ℓ

∑∫
m

. . .
∑∫
z

|ℓ,m, . . . , z ⟩ dℓdm . . . dz ⟨ ℓ,m, . . . z | = I

⟨ ℓ,m, . . . , z |ℓ′,m′, . . . , z′ ⟩ = δ(ℓ, ℓ′)δ(m,m′) . . . δ(z, z′).
(2.124)

Bei völliger Ignoranz über das System läßt sich nur sagen, daß alle Zustände mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit vertreten sind. Die Anzahl der möglichen Zustände ist gerade Sp(I) — siehe Voll-
ständigkeitsrelation! Damit ist ρ von Gl. 2.118

ρ = I

Sp (I)
(völlige Ignoranz). (2.125)

Nach der ersten Messung, z. B. der Observablen L mit dem Ergebnis ℓ′, sind alle Kets möglich,
die im Eigenraum des Eigenwertes ℓ′ liegen. Die Anzahl dieser Kets ist Sp (PER(ℓ′)). Somit ist

ρ =
PER(ℓ′)

Sp (PER(ℓ′))
. (2.126)

Mit jeder weiteren Messung reduziert sich die Anzahl der zur Konkurrenz zugelassenen Kets,
bis schließlich nach Messung aller kommutierenden Observablen (Registrierung aller verträglich
meßbaren Quantenzahlen ℓ′,m′, . . . , z′) ein reiner Zustand vorliegt

ρ = |ℓ′,m′, . . . , z′ ⟩ ⟨ ℓ′,m′, . . . , z′ | . (2.127)

Ein weiterer interessierender Fall ist jener, daß der Zustandsket |φ ⟩ bekannt ist, bevor eine Mes-
sung durchgeführt wird. Wie ändert sich der Zustand, wenn die Observable L mit dem Ergebnis
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ℓ′ gemessen wurde? Durch die Messung wurde offenbar der Ket |φ ⟩ in den Eigenraum des Ei-
genwertes ℓ′ projiziert. Der Zustand |ψ ⟩ nach der Messung ist proportional zu dieser Projektion.
Der Proportionalitätsfaktor (er kann reell angesetzt werden, da eine absolute Phase bei einer WA
nicht observabel ist) muß so bestimmt werden, daß ⟨ψ |ψ ⟩ = 1 gilt. Somit ist nach der Messung

|ψ ⟩ =
PER(ℓ′)|φ ⟩√
⟨φ |P 2

ER(ℓ′)|φ⟩
=

PER(ℓ′)|φ ⟩√
⟨φ |PER(ℓ′)|φ⟩

=
PER(ℓ′)|φ ⟩√

Sp {P |φ ⟩ PER(ℓ′)}
. (2.128)

War vor der Messung der Observablen L mit dem Ergebnis ℓ′ nicht der Zustandsket |φ ⟩ , sondern
der statistische Operator ρ des Systems bekannt, so folgt in Anwendung von Gl. 2.128 auf Gl. 2.118
für den statistischen Operator ρ′ nach der Messung (beachte: P = P 2)

ρ′ =
PER(ℓ′) ρPER(ℓ′)

Sp {ρPER(ℓ′)}
. (2.129)

Ohne Beweis wird der statistische Operator für ein (durch eine Temperatur T beschriebenes)
System im thermischen Gleichgewicht angegeben:

ρ = exp(−βH)
Sp (exp(−βH))

, β = 1
kT

. (2.130)

H ist der Hamiltonoperator (Energieoperator) des Systems. ρ von Gl. 2.130 maximiert die Entropie
unter der Bedingung, daß die mittlere Energie Sp (ρH) gegeben ist [17, S.258].
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Kapitel 3

Einfache Systeme und
Systemdynamik

3.1 Nichtklassische Korrelationen von Ereignissen
Der in Kap. 2 entwickelte Formalismus soll im folgenden auf die Behandlung der in Abschn. 1.2 be-
schriebenen Interferenzexperimente sowie auf zwei weitere Experimente angewendet werden, deren
Ablauf verblüffend ist, und deren Ausgang zu noch anhaltender Diskussion über die Interpretation
der Quantentheorie geführt hat.

3.1.1 Interferenz am Doppelspalt
Für die Anordnung von Abb. 1.1 läßt sich der Zustand |Q ⟩ eines Elektrons, welches die Quelle
Q verlassen hat, nach drei Kets entwickeln: |ψ0 ⟩ sei der Zustand eines Elektrons, welches beide
Spalte verfehlt, |ψ1 ⟩ , |ψ2 ⟩ sollen die Zustände von Elektronen bezeichnen, welche den Schirm
durch Spalt 1 bzw. durch Spalt 2 passieren. Diese Zustände sind vollständig (zur Beschreibung
der Elektronen, welche die Quelle verlassen haben) und orthogonal:

2∑
i=0
|ψi ⟩⟨ψi | = I, ⟨ψi |ψj ⟩ = δij (i, j = 0, 1, 2). (3.1)

Betrachtet man nur jene Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, so be-
schränkt man sich auf einen Unterraum, der durch die Kets |ψ1 ⟩ , |ψ2 ⟩ aufgespannt wird, und
dem der Projektor

P =
2∑
i=1
|ψi ⟩⟨ψi | = I − |ψ0 ⟩⟨ψ0 | (3.2)

entspricht.
Da alle Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, irgendwo in −∞ < x <

∞ in der Registrierebene landen, sind die Dirac-Kets |x ⟩ , welche Gl. 2.36 erfüllen, nämlich

+∞∫
−∞

|x ⟩ dx ⟨x | = I, ⟨x |x′ ⟩ = δ(x− x′) (3.3)

vollständig zur Beschreibung der Verhältnisse im Unterraum von Gl. 3.2, aber nicht vollständig
zur Beschreibung aller Elektronen, welche die Quelle verlassen haben: Es gilt ja ⟨x |ψ0 ⟩ = 0,
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die WDA, daß ein Elektron, welches nicht durch einen Spalt lief, in der Registrierebene landet,
verschwindet. Es gilt

|ψi ⟩ =
+∞∫

−∞

|x ⟩dx ⟨x |ψi ⟩ =
+∞∫

−∞

|x ⟩dxψi(x), i = 1, 2,

⟨ψi |ψi ⟩ = 1 =
+∞∫

−∞

|ψi(x)|2dx.

(3.4)

Hat ein Elektron den Spalt i passiert (Zustand |ψi ⟩ ), so ist die Wahrscheinlichkeit eins, daß es
irgendwo in −∞ < x <∞ landet (Integral über die |WDA|2 = |ψi(x)|2).

Ein Elektron, welches entweder durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 läuft, ohne daß eine Einrich-
tung installiert wurde, welche eine Messung „auf welchem Weg“ erlaubt, befindet sich in einem
Zustand der Superposition von |ψ1 ⟩ , |ψ2 ⟩ :

|ψ ⟩ = c1|ψ1 ⟩ + c2|ψ2 ⟩ . (3.5)

Da auch |ψ ⟩ als realisierbarer Zustand normiert sein muß, ⟨ψ |ψ ⟩ = 1, folgt mit Gl. 3.1 die
Bedingung

|c1|2 + |c2|2 = 1. (3.6)

Eine spezielle Wahl (die der symmetrischen Anordnung von Abb. 1.1 entspricht, in der die Elektro-
nen gleichwahrscheinlich durch die Spalte 1, 2 laufen und die Materiewellen gleiche Phase haben)
wäre

|ψ ⟩ = 1√
2
|ψ1 ⟩ + 1√

2
|ψ2 ⟩ . (3.7)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle x ist in Anwendung von Gl. 2.115

w(x) = Sp{P |ψ ⟩P |x ⟩ } = Sp{|ψ ⟩ ⟨ψ |x ⟩ ⟨x | } = | ⟨x |ψ ⟩ |2

= 1
2 | ⟨x |ψ1 ⟩+ ⟨x |ψ2 ⟩ |2 = 1

2 [|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2 + 2ℜψ1(x)ψ∗
2(x)].

(3.8)

Der Zustand |ψ ⟩ ist eine sogenannte kohärente Superposition der Zustände |ψ1 ⟩ , |ψ2 ⟩ , das
heißt, daß die Wahrscheinlichkeitsamplituden c1, c2 mit definierten Beträgen und Phasen auftre-
ten (das ist dann der Fall, wenn keine WW-Information vorliegt): In diesem Fall kommt es zur
Interferenz. Wie später in Abschn. C.6.2 gezeigt wird, kann die Interferenz auch als verschränk-
ter Zustand zwischen zwei oder mehreren Welten interpretiert werden (im vorliegenden Fall ei-
ne Pfadverschränkung von einem Ein-Photonen-Zustand und dem Vakuumzustand auf den bei-
den Wegen). Nüchtern betrachtet sind Interferenz und Verschränkung von Zuständen („spukhafte
Fernwirkung“) gleichermaßen „unverständlich“.

In Abschn. 1.2 wurde erläutert, daß die Interferenz verschwindet, wenn WW-Information ver-
fügbar ist. Wie wäre dieser Sachverhalt zu beschreiben? Wir wissen jetzt, daß die Elektronen mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 1, mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 2 kom-
men. Aber dieses „entweder-oder“ unterscheidet sich vom oben besprochenen: Wir können zwar
nicht vorhersagen, durch welchen Spalt ein aus der Quelle startendes Elektron fliegen wird, aber
wir messen eindeutig, daß es durch Spalt 1 (oder Spalt 2) fliegt: Es sind also zwei Zustände
(|ψ1 ⟩ und |ψ2 ⟩ ) zur Auswahl vorhanden, von denen wir wissen, daß sie tatsächlich auftreten,
aber jeweils mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2. Das entspricht der in Abschn. 2.9 besprochenen
Situation eines Gemischs. Unsere Kenntnis über das System läßt sich nicht durch einen Zustands-
ket der Form Gl. 3.7 erfassen (keine kohärente Superposition). Es trifft der statistische Operator
Gl. 2.117, Gl. 2.118 zu:

ρ =
2∑
i=1
|ψi ⟩

1
2
⟨ψi | , ⟨ψi |ψj ⟩ = δij , i, j = 1, 2. (3.9)
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle x ist nun in Anwendung von Gl. 2.119

w(x) = Sp{ρP |x ⟩ } = Sp{ρ|x ⟩⟨x | } =
〈
x|ρ |x

〉
=

= 1
2 (⟨x |ψ1 ⟩ ⟨ψ1 |x ⟩+ ⟨x |ψ2 ⟩ ⟨ψ2 |x ⟩) = 1

2 [|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2].
(3.10)

Es tritt keine Interferenz auf.

3.1.2 Die spukhafte Fernwirkung
In Richtung ϑ (siehe auch Abb. 3.1) linear polarisierte Photonen werden durch den Ket |ϑ ⟩

Abbildung 3.1: Photonenquelle Q, verdrehbare Analysatoren für linear polarisierte Zustände bei
A, B

bezeichnet. Die WA dafür, daß ein |ϑ1 ⟩ -Photon einen in Richtung ϑ2 eingestellten Analysator für
linear polarisiertes Licht passiert, ist ⟨ϑ2 |ϑ1 ⟩:

⟨ϑ2 |ϑ1 ⟩ = cos(ϑ1 − ϑ2), | ⟨ϑ2 |ϑ1 ⟩ |2 = cos2(ϑ1 − ϑ2). (3.11)

Daraus resultiert für viele Photonen, daß unter dem Winkel ϑ1 linear polarisiertes Licht einen
unter dem Winkel ϑ2 eingestellten Analysator (er fragt nach dem Endzustand ⟨ϑ2 | ) mit einem
Leistungsanteil cos2(ϑ1 − ϑ2) passiert. Es gilt somit

⟨ϑ |ϑ ⟩ = 1, ⟨ϑ |ϑ± π/2 ⟩ = 0. (3.12)

Sendet eine Quelle Q (siehe Abb. 3.1) in Richtung A ein Photon im Zustand |ϑA ⟩ , in Richtung
B gleichzeitig ein Photon im Zustand |ϑB ⟩ , so soll diese Aussage für beide Photonen durch den
Ket |ϑA, ϑB ⟩ ausgedrückt werden (siehe Abschn. 2.6, Beschreibung von Welt 1 und Welt 2). Die
Photonen sollen von der Quelle in entgegengesetzte Richtungen entlassen werden, und zwar so,
daß ihr Zustand folgendem Ket entspricht:

|ψ0 ⟩ = 1√
2 (|0,0 ⟩ + |π/2, π/2 ⟩ ), ⟨ψ0 |ψ0 ⟩ = 1,

⟨ϑA, ϑB |ϑ′
A, ϑ

′
B ⟩ = ⟨ϑA |ϑ′

A ⟩ ⟨ϑB |ϑ′
B ⟩ = cos (ϑA − ϑ′

A) cos (ϑB − ϑ′
B).

(3.13)

Die WA, daß ein unter dem Winkel ϑA bei A und ein unter dem Winkel ϑB bei B eingestellter
Analysator die Photonen im Zustand |ψ0 ⟩ transmittieren, ist somit

⟨ϑA, ϑB |ψ0 ⟩ = 1√
2 (⟨ϑA, ϑB |0,0 ⟩+ ⟨ϑA, ϑB |π/2, π/2 ⟩)

= 1√
2 (cos ϑA cos ϑB + sinϑA sinϑB) = 1√

2 cos (ϑA − ϑB).
(3.14)

Werden beide Analysatoren auf denselben Winkel ϑ eingestellt, 0 ≤ ϑ < 2π, so gilt

⟨ϑ, ϑ |ψ0 ⟩ = 1√
2
, | ⟨ϑ, ϑ |ψ0 ⟩ |2 = 1

2
, (3.15)
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für orthogonale Einstellung gilt

⟨ϑ, ϑ± π/2 |ψ0 ⟩ = 0, | ⟨ϑ, ϑ± π/2 |ψ0 ⟩ |2 = 0. (3.16)

Es stellt sich heraus, daß — unabhängig von der (parallelen) Einstellung der Analysatoren —
entweder beide Photonen transmittiert werden, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit 1/2, oder
aber, daß beide Photonen nicht transmittiert werden (ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit 1/2).
Nach Gl. 3.16 ist es unmöglich, daß eines transmittiert wird, das andere dagegen nicht (weil die
Wahrscheinlichkeit null ist, daß eine Transmission bei orthogonalen Analysatoren erfolgt; es kann
somit nicht passieren, daß sich ein Photon als x-polarisiert, eines als y-polarisiert erweist).

Es muß somit aus einer Messung bei A (z. B. Transmission) augenblicklich der Schluß erlaubt
sein, daß — falls man bei B einen Analysator aufstellen würde — sich ein Photon an der beliebig
weit entfernten Stelle B im selben Polarisationszustand befindet. Wäre das Ergebnis der Messung
bei A, daß keine Transmission erfolgt (auch das ist ja mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 möglich),
dann wäre der augenblickliche Schluß, daß auch bei B keine Transmission erfolgen würde.

Einstein hat das (in einem anderen Gedankenexperiment) als „spukhafte Fernwirkung“ be-
zeichnet, da nicht einzusehen sei, wie eine bei A gemessene Eigenschaft die Eigenschaften in einem
anderen Raumbereich bei B bestimmen kann, ohne daß A mit B in Wechselwirkung steht (ohne
daß genügend Zeit vorhanden ist, ein Signal zwischen den beiden Stellen A, B laufen zu lassen).
Das Problem ist als Einstein-Podolsky-Rosen-Paradox bekannt [8][4][54], ein verwandtes Problem
ist das von „Schrödingers Katze“ [42][22].

Das Experiment von Abb. 3.1 ist tatsächlich durchgeführt worden [47], und zwar auch für den
Fall, daß die Analysatoren bei A, B erst eingestellt werden, nachdem beide Photonen die Quelle
Q verlassen haben (um ein etwaiges „Signal“ von den Analysatoren an die Quelle der Photonen
auszuschließen). Der Ausgang des Experiments ist durch Gl. 3.13-Gl. 3.16 richtig beschrieben, er
bedeutet nicht, daß von A nach B eine Signalübertragung mit Überlichtgeschwindigkeit möglich ist
[32][23][31][5]. Die Ursache, daß das Experiment so verläuft, wie es verläuft, liegt in der kohärenten
Superponierbarkeit von Zuständen wie in Gl. 3.13. Es läßt sich zeigen [32], daß keine klassische
Information, die man den beiden Photonen bei Verlassen der Quelle Q mit auf den Weg gibt (etwa,
wie sie sich zu verhalten haben, wenn die Analysatoren bei A und B bestimmte Orientierungen
aufweisen) einen Ausgang des Experiments prognostizieren kann, der mit den Vorhersagen der
Quantentheorie übereinstimmt und damit dem tatsächlichen Ausgang des Experiments gleicht.
Zustände der Art von Gl. 3.13 bezeichnet man als „verschränkte Zustände (entangled states)“.
Zweifelsfreie endgültige experimentelle Ergebnisse zur Bestätigung der theoretischen Voraussagen
über das Verhalten verschränkter Systeme werden in [55] diskutiert.

Das hat Folgerungen für die Interpretation des Zustandskets |φ ⟩ : Die „richtige“ Aussage ist,
daß |φ ⟩ die komplette Information enthält, die über das System zu erlangen ist, und daß trotzdem
im allgemeinen der Ausgang eines Experiments ungewiß ist.

Ein anderer Standpunkt (siehe auch [2]) deutet |φ ⟩ als Repräsentant nicht für ein einzelnes
System, sondern als Repräsentant für ein Ensemble von Systemen, die voneinander abweichen.
Diese Abweichungen werden durch „verborgene Variable“ beschrieben, die wir nicht kennen. Die
Wahrscheinlichkeitsaussagen sind somit eine Folge unserer Ignoranz über diese verborgenen Va-
riablen. In [4] wurde aber gezeigt, daß es keine lokale Theorie (lokal heißt: Eine Messung in A
ist unabhängig von dem, was in B passiert) mit verborgenen Variablen geben kann, welche die
Vorhersagen der Quantentheorie dupliziert (wie bereits oben erwähnt: man kann den Photonen
beim Start keine a-priori-Information darüber mitgeben, wie sie sich in A, B zu verhalten haben).

Für das Verhalten von Photonen ist die Frage entscheidend, wann sie unterscheidbar (nicht
interferenzfähig) und wann sie nicht unterscheidbar (interferenzfähig) sind. Diese Frage wird z. B.
in [20, S.218] sowie in [27][30] diskutiert. Neuere Experimente zeigen [48], daß eine Messung der
Eigenschaften elektromagnetischer Felder möglich ist, ohne daß dabei Photonen vernichtet werden
(wie das in einem Photodetektor der Fall ist).
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3.1.3 Experimente zur Frage der Komplementarität
In Abschn. 1.3 wurde das Verhältnis von Komplementarität zur Unschärferelation bereits erwähnt.
Es gibt Vorschläge, wie man eine „Welcher-Weg-Information“ erhalten kann, ohne dabei durch eine
Unschärferelation eingeschränkt zu sein (Literatur zu diesem Problem sind die Arbeiten [9] [10]
[11] [38] [43] [44] [46]; leicht lesbare Einführungen findet man in [12] [40] [45]; [52] beschreibt ein
tatsächlich durchgeführtes Experiment).

Das Prinzip ist in Abb. 3.2 dargestellt. Es soll zuerst der (erwartete) experimentelle Befund

Abbildung 3.2: Der Quantum-Eraser: A Atome; L Laserstrahl; M1 und M2 Resonatoren für Mikro-
wellenphotonen; T entfernbare Trennwände der Resonatoren; PhD Photodetektor für Mikrowel-
lenphotonen; S Schirm mit zwei Spalten 1,2. R Registrierebene zur Detektion von Interferenzen;
w+(x), w−(x) komplementäre Wahrscheinlichkeitsdichten für das Auftreffen von Atomen am Ort
x, mit w+(x) + w−(x) = const; W Wellenfront der Materiewelle des Atomstrahls

erläutert werden, anschließend wird eine stark vereinfachte mathematische Beschreibung versucht.
Ein Atomstrahl mit genau definiertem Impuls (eine Materiewelle, da die Lage der Atome A auf

der Wellenfront W völlig unbekannt ist) wird durch einen Laserstrahl L in einen hochangeregten,
langlebigen Zustand versetzt. Beim Durchlaufen von Mikrowellenresonatoren M1, M2 können die
Atome ein Mikrowellenphoton abgeben. Es läßt sich nachweisen (siehe die oben zitierte Literatur),
daß dadurch der Impuls der Atome nicht wesentlich beeinflußt wird, es liegt somit auch beim
Durchlaufen des Doppelspalts noch eine ungestörte Materiewelle vor, die zur Interferenz in der
Registrierebene R führen müßte. Da sich aber feststellen läßt, ob im oberen oder unteren Resonator
ein Photon deponiert wurde (ohne die Welleneigenschaften der Atome zu stören), verfügt man über
WW-Information und Interferenz.

Tatsächlich ergibt sich keine Interferenz (obwohl keine Unschärferelation bemüht werden muß).
Davon kann man sich leicht überzeugen. Die Zustände

|ψi, n1, n2 ⟩ , i = 1, 2 (3.17)

bezeichnen Atome, die durch den Spalt i laufen, daß im Resonator M1 die Anzahl n1 Photonen,
im Resonator M2 die Anzahl n2 Photonen vorhanden ist. Vor dem Versuch mit jedem Atom seien
beide Resonatoren leer (n1 = n2 = 0). Damit sind unter der zutreffenden Voraussetzung, daß ein
Atom beim Durchlaufen eines Resonators mit Sicherheit ein Mikrowellenphoton emittiert, folgende
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Zustände zugelassen:

|ψ1, 1, 0 ⟩ , |ψ2, 0, 1 ⟩ ,

⟨ψi, n1, n2 |ψj , n′
1, n

′
2 ⟩ = δijδn1n′

1
δn2n′

2
.

(3.18)

Der Zustand der Atome ist eine lineare Superposition dieser beiden Zustände, wenn man nicht
schon vor dem Durchlaufen des Doppelspalts in einem der Resonatoren nachgesehen hat, ob ein
Photon abgegeben wurde:

|ψ ⟩ = 1√
2

(|ψ1, 1, 0 ⟩ + |ψ2, 0, 1 ⟩ ). (3.19)

Ein Atom, welches an der Stelle x gelandet ist, kann daher entweder zum Endzustand ⟨x, 1, 0 |
oder ⟨x, 0, 1 | führen. Diese Zustände spannen einen Raum auf, auf welchen der Projektor

P = |x, 1, 0 ⟩ ⟨x, 1, 0 | + |x, 0, 1 ⟩⟨x, 0, 1 | (3.20)

projiziert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle x ist somit in Anwendung
von Gl. 2.115 und unter Beachtung von Gl. 3.18–Gl. 3.20 (mit der Bezeichnung ψi(x) = ⟨x |ψi ⟩)

w(x) = Sp{P |ψ ⟩P} = Sp{|ψ ⟩⟨ψ | P} = ⟨ψ|P |ψ ⟩

= 1
2
[
| ⟨x, 1, 0 |ψ1, 1, 0 ⟩ |2 + | ⟨x, 0, 1 |ψ2, 0, 1 ⟩ |2

]
= 1

2
[
|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2

]
.

(3.21)

Alle anderen Terme geben wegen der Orthogonalität der beteiligten Zustände verschwindende
Wahrscheinlichkeitsamplituden. Wegen der bestehenden Korrelationen in der Meßapparatur (in
den Zuständen |ψ1, n1, n2 ⟩ ) kann keine Interferenz beobachtet werden, obwohl beim Gewinnen
der WW-Information keine Störung der Atome erfolgte. Komplementarität gilt auch dann, wenn
keine Unschärferelation relevant ist.

3.1.4 Der „quantum-eraser“
Interessant ist folgende Frage: Was geschieht, wenn man — nachdem das Atom bereits an einer
Stelle x gelandet ist — die beiden Trennwände T in Abb. 3.2 entfernt? Dabei werden die beiden
Resonatoren M1, M2 verkoppelt, und das darin befindliche elektromagnetische Feld kann in sym-
metrische Felder (sie haben ein Maximum an der Stelle des Photodetektors, ein Photon würde
absorbiert werden) oder in antisymmetrische Felder eingeteilt werden (in diesem Fall würde das
Photon nicht absorbiert, das Feld besitzt an der Stelle des Detektors den Wert null). Unabhängig
davon, ob nun das Photon absorbiert wird oder nicht: Mit dem Verkoppeln der beiden Resonato-
ren wurde die WW-Information „ausradiert“ (daher die Bezeichnung quantum-eraser), weil sich
ja nicht mehr feststellen läßt, ob das Photon ursprünglich im Resonator M1 oder im Resonator
M2 abgelegt wurde. Damit müßte eigentlich (keine WW-Information!) die Interferenz beobachtbar
sein. Aber: Wie kann das geschehen, da doch die Atome bereits gelandet sind und in Gl. 3.21
berechnet wurde, daß keine Interferenz stattfindet?

Dieselbe Rechnung wird nochmals durchgeführt. Bildet man die Linearkombinationen

1√
2

(|1, 0 ⟩ ± |0, 1 ⟩ ) = | ± ⟩ , d. h.

 |1, 0 ⟩ = 1√
2 (| + ⟩ + | − ⟩ ),

|0, 1 ⟩ = 1√
2 (| + ⟩ − | − ⟩ ),

(3.22)

sowie

1√
2

(|ψ1 ⟩ ± |ψ2 ⟩ ) = |ψ± ⟩ , d. h.

 |ψ1 ⟩ = 1√
2 (|ψ+ ⟩ + |ψ− ⟩ ),

|ψ2 ⟩ = 1√
2 (|ψ+ ⟩ − |ψ− ⟩ ),

(3.23)
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so erhält man durch Einsetzen in Gl. 3.19 nach kurzer Rechnung für den Zustand der Atome,
welche durch den Doppelspalt laufen, den Ausdruck

|ψ ⟩ = 1√
2

(|ψ1, 1, 0 ⟩ + |ψ2, 0, 1 ⟩ ) = 1√
2

(|ψ+,+ ⟩ + |ψ−,− ⟩ ). (3.24)

Wenn das Atom an der Stelle x gelandet ist, werden die Trennwände entfernt, und es wird festge-
stellt, ob der Photodetektor ein Photon absorbiert (in diesem Fall ist das Feld im symmetrischen
| + ⟩ -Zustand) oder aber, ob das Photon nicht absorbiert wird (in diesem Fall ist das Feld im
antisymmetrischen | − ⟩ -Zustand).

Wenn der | + ⟩ -Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra ⟨x,+ |
gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Pluszeichen markiert und
gehört zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

w+(x) = | ⟨x,+ |ψ ⟩ |2 = 1
2 | ⟨x,+ |ψ+,+ ⟩+ ⟨x,+ |ψ−,−⟩ |2 = 1

2 | ⟨x,+ |ψ+,+ ⟩ |2

= 1
2 | ⟨x |ψ+ ⟩ |2 = 1

4 | ⟨x |ψ1 ⟩+ ⟨x |ψ2 ⟩ |2 = 1
4 |ψ1(x) + ψ2(x)|2

= 1
4 [|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2 + 2ℜψ1(x)ψ∗

2(x)].

(3.25)

Die mit dem Pluszeichen markierten Endlagen zeigen somit Interferenz, siehe Abb. 3.2.
Wenn der | − ⟩ -Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra ⟨x,− |

gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Minuszeichen markiert und
gehört zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

w−(x) = | ⟨x,− |ψ ⟩ |2 = 1
2 | ⟨x,− |ψ+,+ ⟩+ ⟨x,− |ψ−,−⟩ |2 = 1

2 | ⟨x,− |ψ−,−⟩ |2

= 1
2 | ⟨x |ψ− ⟩ |2 = 1

4 | ⟨x |ψ1 ⟩ − ⟨x |ψ2 ⟩ |2 = 1
4 |ψ1(x)− ψ2(x)|2

= 1
4 [|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2 − 2ℜψ1(x)ψ∗

2(x)].

(3.26)

Aus Gl. 3.21, Gl. 3.25 und Gl. 3.26 folgt

w(x) = 1
2

[|ψ1(x)|2 + |ψ2(x)|2] = w+(x) + w−(x). (3.27)

Die ursprünglich vorhandene WW-Information hat wegen der Komplementarität von Welle und
Teilchen zu der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) geführt, welche keine Interferenz zeigt.

Daran kann natürlich der Umstand nichts ändern, daß man nachträglich (durch Verkopplung
der Resonatoren) die WW-Information vernichtet hat: Wenn man aber die im System gespeicherte
Information geschickt nutzt (ob ein | + ⟩ - oder | − ⟩ -Zustand des Feldes vorliegt), kann man die
auftreffenden Atome in zwei Klassen einteilen, die jede für sich Interferenz zeigen.

Ein mit Photonen durchgeführtes Experiment [52] hat bestätigt, daß sich ein quantum-eraser
tatsächlich realisieren läßt.

3.2 Ortsdarstellung und Impulsdarstellung
Als einfachstes Beispiel wird die Quantisierung eines längs der x-Achse verschieblichen Massen-
punktes betrachtet. Es sollen keine inhärent quantenmechanischen Observablen (z. B. Spin) bei
der Quantisierung hinzutreten.

Alle klassischen Größen sind somit durch die Lage (x-Koordinate) und durch den Impuls in
x-Richtung (mit p bezeichnet) bestimmt und als f(x, p) darstellbar.

Bei der Quantisierung ersetzt man x, p durch hermitesche Operatoren, welche nicht vertausch-
bar sind (weil das Experiment zeigt, daß sie nicht verträglich meßbar sind). Man setzt

x = x†, p = p†, [x, p] = jh̄I. (3.28)
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Nach Gl. 2.103 führt der Kommutator auf die (experimentell bestätigte) Unschärferelation für
Messungen zu gleichen Zeiten

∆x ·∆ p ≥ 1
2
h̄.

Wie in Abschn. A.2 gezeigt wird, folgt aus dem Kommutator von Gl. 3.28 für Funktionen f(x, p)

[x, f(x, p)] = jh̄
∂f(x, p)
∂p

, [f(x, p), p] = jh̄
∂f(x, p)
∂x

. (3.29)

Als vollständiger Satz kommutierender Observabler kann daher entweder x oder p gewählt werden.
Es soll hier der Operator x gewählt werden. Aus der Lösung seines Eigenwertproblems

x|x ⟩ = x|x ⟩ (3.30)

resultiert eine vollständige, orthogonale Basis (die x-Darstellung) zur Entwicklung beliebiger Sys-
temkets |φ ⟩ .

Das Eigenwertspektrum von x wird durch den Kommutator mit p festgelegt. Man definiert
zweckmäßigerweise einen unitären Operator (x0 ist ein reeller Parameter)

T (x0) = exp
(
x0p

jh̄

)
, T T † = T † T = I, (3.31)

für den in Anwendung von Gl. 3.29 gilt

[x, T ] = xT − T x = x0T . (3.32)

Wendet man T von links auf die Eigenwertgleichung Gl. 3.30 an, so erhält man unter Beachtung
von Gl. 3.32

T x|x ⟩ = (xT − x0T )|x ⟩ = xT |x ⟩

d. h. x{T |x ⟩ } = (x+ x0){T |x ⟩ }.
(3.33)

Durch Vergleich mit Gl. 3.30 sieht man, daß T |x ⟩ proportional zum Eigenket |x+x0 ⟩ sein muß,
der zum Eigenwert x + x0 gehört. T wird daher als Translationsoperator bezeichnet. Da x reell
ist, ebenso x0, kann jeder Punkt in −∞ < x < ∞ erreicht werden: Die Eigenwerte von x sind
kontinuierlich in −∞ < x <∞, die Eigenkets sind Dirac-Kets. Es gilt

T (x0)|x ⟩ = |x+ x0 ⟩ , ⟨x+ x0 |x+ x0 ⟩ =
〈
x|T † T |x

〉
= ⟨x |x ⟩ . (3.34)

Die Basis in der x-Darstellung ist somit

+∞∫
−∞

|x ⟩dx ⟨x | = I, ⟨x |x′ ⟩ = δ(x− x′). (3.35)

Da später noch eine andere Basis verwendet werden soll, werden aus Gründen, die in Abschn. 2.3
besprochen wurden, die WDA in der x-Darstellung mit

⟨x |φ ⟩ = φ(x)(x) (3.36)

bezeichnet. Jeder beliebige Systemket kann entwickelt werden

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
+∞∫

−∞

|x ⟩dx ⟨x |φ ⟩ =
+∞∫

−∞

|x ⟩dxφ(x)(x). (3.37)
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Alle Probleme können gelöst werden, wenn bekannt ist, wie Operatorfunktionen f(x, p) auf einen
Ket |φ ⟩ wirken; wegen der Zerlegung Gl. 3.37 muß daher die Wirkung auf einen Ket |x ⟩ berechnet
werden.

Für Funktionen f(x) mit reellen Koeffizienten folgt wegen

x|x ⟩ = x|x ⟩ → f(x)|x ⟩ = f(x)|x ⟩ , ⟨x | f(x) = f(x) ⟨x | (3.38)

mit Gl. 2.58–Gl. 2.60

f(x)|φ ⟩ = |ψ ⟩ ,

⟨x|f(x) |φ ⟩ = f(x) ⟨x |φ ⟩ = ⟨x |ψ ⟩

= ψ(x)(x) = f(xop)φ(x)(x) = f(x)φ(x)(x),

(3.39)

und somit

xop = x. (3.40)

Die Wirkung von p auf |x ⟩ ergibt sich aus Gl. 3.34 für x0 = dx (eine infinitesimale Größe):

T (dx)|x ⟩ = (I + dx p

jh̄ + . . .)|x ⟩ = |x+ dx ⟩ ,

p|x ⟩ = jh̄ lim
dx→0

|x+ dx ⟩ − |x ⟩
dx

= jh̄
d

dx
|x ⟩ ,

f(p)|x ⟩ = f
(
jh̄ d

dx

)
|x ⟩ ,

⟨x | f(p) = f
(
−jh̄ d

dx

)
⟨x | .

(3.41)

Daraus erhält man die gesuchte Antwort:

f(p)|φ ⟩ = |ψ ⟩〈
x|f(p) |φ

〉
= f

(
−jh̄ d

dx

)
⟨x |φ ⟩ = ⟨x |ψ ⟩

= ψ(x)(x) = f(pop)φ(x)(x) = f
(
−jh̄ d

dx

)
φ(x)(x),

(3.42)

und somit

pop = −jh̄ d

dx
. (3.43)

Allgemein gilt daher

f(x, p)|φ ⟩ = |ψ ⟩ ,〈
x|f(x, p) |φ

〉
= f(xop, pop)φ(x)(x) = f(x,−jh̄ d

dx )φ(x)(x) = ψ(x)(x).
(3.44)

Ganz analog hätte sich auch durch Lösung des Eigenwertproblems für den Impulsoperator p als
Basis eine p-Darstellung entwickeln lassen, mit

+∞∫
−∞

|p ⟩ dp ⟨ p | = I, ⟨ p |p′ ⟩ = δ(p− p′),

|φ ⟩ = I|φ ⟩ =
+∞∫

−∞

|p ⟩dp ⟨ p |φ ⟩ =
+∞∫

−∞

|p ⟩dp φ(p)(p),

f(x, p)|φ ⟩ = |ψ ⟩

⟨ p|f(x, p) |φ ⟩ = f(xop, pop)φ(p)(p) = f(jh̄ d
dp , p)φ

(p)(p) = ψ(p)(p).

(3.45)

46



φ(x)(x) ist die WDA, bei einem Lokalisierungsversuch das durch |φ ⟩ beschriebene System an der
Stelle x zu finden, φ(p)(p) ist die WDA, bei einer Impulsmessung den Wert p zu erhalten.

Diese WDA könnten ineinander umgerechnet werden, wenn die unitäre Transformation (siehe
Abschn. 2.3) zwischen x-Darstellung und p-Darstellung bekannt ist, also die „Matrix“ mit den
Elementen ⟨x |p ⟩.

Als Spezialfall von Gl. 3.44 erhält man〈
x|p |p

〉
= pop ⟨x |p ⟩ = −jh̄ d

dx
⟨x |p ⟩ = p ⟨x |p ⟩ , (3.46)

und durch Integration

⟨x |p ⟩ = c · exp
(

2πj p
h
x
)
. (3.47)

Die Integrationskonstante wird durch die Forderung nach Unitarität festgelegt. Man verwendet
entweder Gl. 2.51, Gl. 2.52, oder sieht unmittelbar

⟨x |x′ ⟩ = δ(x− x′) = ⟨x|I |x′ ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨x |p ⟩dp ⟨ p |x′ ⟩

= c2h

+∞∫
−∞

exp
[
2πj p

h
(x− x′)

]
d
( p
h

)
= c2hδ(x− x′),

(3.48)

und somit

⟨x |p ⟩ = 1√
h

exp
(

2πj p
h
x
)
. (3.49)

Die gesuchten Transformationsgleichungen sind

φ(x)(x) = ⟨x |φ ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨x |p ⟩dp ⟨ p |φ ⟩ = 1√
h

+∞∫
−∞

φ(p)(p) exp
(

2πj p
h
x
)
dp,

φ(p)(p) = ⟨ p |φ ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨ p |x ⟩ dx ⟨x |φ ⟩ = 1√
h

+∞∫
−∞

φ(x)(x) exp
(
−2πj p

h
x
)
dx.

(3.50)

Die WDA φ(x)(x), φ(p)(p) sind ein Fourierpaar.

3.3 Schrödingergleichung. Harmonischer Oszillator
Für einen längs der x-Achse in −∞ < x <∞ verschieblichen Massenpunkt sei das Eigenwertpro-
blem des Energieoperators H zu lösen (abweichend von der Bezeichnungsweise von Gl. 2.67 werden
die Eigenkets aus historischen Gründen mit |ψn ⟩ , die Eigenwerte durch En bezeichnet)

H|ψn ⟩ = En|ψn ⟩ . (3.51)

Die klassische Hamiltonfunktion (Gesamtenergie) eines im Potential V (x) bewegten Massenpunk-
tes der Masse m lautet

H(x, p) = p2

2m
+ V (x). (3.52)

Der Hamiltonoperator resultiert, wenn man x, p durch hermitesche Operatoren mit dem Kommu-
tator Gl. 3.28 ersetzt.
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Die Funktion ⟨x |ψn ⟩ = ψn(x) ist somit die WDA dafür, bei dem System mit genau bekannter
Energie En (entsprechend dem Eigenket |ψn ⟩ ) bei einer Ortsmessung den Massenpunkt an der
Stelle x anzutreffen.

Aus Gl. 3.51 folgt mit Gl. 3.52 und Gl. 3.44

〈
x
∣∣H(x, p)

∣∣ψn〉 = En ⟨x |ψn ⟩ =

〈
x

∣∣∣∣∣ p2

2m
+ V (x)

∣∣∣∣∣ψn
〉

=

[
p2

op

2m
+ V (xop)

]
ψn(x) =

[
1

2m

(
−jh̄ d

dx

)2

+ V (x)

]
ψn(x) = Enψn(x),

(3.53)

und daraus die stationäre (zeitfreie) Schrödingergleichung für die sogenannte Schrödingerfunktion
ψn(x)

− h̄2

2m
d2ψn(x)
dx2 + [V (x)− En]ψn(x) = 0,

⟨ψn |ψn ⟩ = 1 =
+∞∫

−∞

⟨ψn |x ⟩ dx ⟨x |ψn ⟩ =
+∞∫

−∞

|ψn(x)|2dx.
(3.54)

Lösungen von Gl. 3.54 existieren für ganz bestimmte Werte von En (Eigenwerte des Energieope-
rators).

Für einen harmonischen Oszillator ist die potentielle Energie

V (x) = 1
2
kx2 = 1

2
mω2x2, ω2 = k

m
, (3.55)

wobei k die Federkonstante bedeutet. Die Schrödingerfunktion genügt daher der Differentialglei-
chung

− h̄2

2m
d2ψn(x)
dx2 +

(
1
2
mω2x2 − En

)
ψn(x) = 0,

+∞∫
−∞

|ψn(x)|2dx = 1. (3.56)

Es läßt sich zeigen, daß Lösungen für

En = h̄ω

(
n+ 1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (3.57)

existieren. Energie kommt in Portionen h̄ω, die in einem Oszillator nicht unterscheidbar sind (n
Portionen, man kann nicht von der ersten, zweiten . . . Portion sprechen).

Die niedrigste Energie E0 = h̄ω/2 (die Nullpunktsenergie) kann dem Oszillator nicht entzogen
werden. Sie ist eine Folge der Unschärferelation (die Energie E = 0 hätte ein Oszillator, der an
der Stelle x = 0 mit dem Impuls p = 0 sitzt: Diese Aussage ist wegen der Unschärferelation nicht
möglich).

Im Zustand |ψ0 ⟩ ist die WDA

ψ0(x) = 4
√
mω

πh̄
exp

(
−mωx

2

2h̄

)
, (3.58)

wie man durch Einsetzen in Gl. 3.56 leicht verifiziert. Die damit berechneten Erwartungswerte von
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x, p stimmen mit der klassischen Vorstellung eines in Ruhe befindlichen Oszillators überein:

⟨x ⟩ = ⟨ψ0|x |ψ0 ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨ψ0 |x ⟩ dx ⟨x|x |ψ0 ⟩ =
+∞∫

−∞

ψ∗
0(x)xopψ0(x)dx

=
+∞∫

−∞

x|ψ0(x)|2dx = 0

⟨ p ⟩ = ⟨ψ0|p |ψ0 ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨ψ0 |x ⟩ dx ⟨x|p |ψ0 ⟩ =
+∞∫

−∞

ψ∗
0(x)popψ0(x)dx

=
+∞∫

−∞

ψ∗
0(x)

[
−jh̄dψ0(x)

dx

]
dx = 0.

(3.59)

Für die Varianzen berechnet man analog

⟨x2 ⟩ = (∆x)2 = h̄

2mω

⟨ p2 ⟩ = (∆p)2 = mh̄ω

2

 d. h. ∆x∆p = h̄

2
. (3.60)

Der Grundzustand |ψ0 ⟩ des harmonischen Oszillators ist ein Zustand minimaler Unschärfe. Die
Energie ist unter Beachtung von Gl. 3.60

⟨H ⟩ = 1
2m
⟨ p2 ⟩+ 1

2
mω2⟨x2 ⟩

= (∆p)2

2m
+ 1

2
mω2(∆x)2 = 1

4
h̄ω + 1

4
h̄ω = 1

2
h̄ω = E0.

(3.61)

3.4 Das Grundproblem der Dynamik
Experimentell überprüfbare physikalische Aussagen beruhen auf berechneten Wahrscheinlichkeiten
(oder Wahrscheinlichkeitsdichten), die als Absolutbetragsquadrate von WA oder WDA berechnet
werden.

Die WA (oder WDA), bei einer Messung an einem System im Zustand |φ ⟩ für eine Observable
Λ den Eigenwert λ′ zu erhalten, ist durch ⟨λ′ |φ ⟩ gegeben. Das ist (siehe Abb. 3.3) die Projektion
des Zustandskets |φ ⟩ auf den Ket |λ′ ⟩ , der Eigenket des Operators Λ zum Eigenwert λ′ ist. Die
Gesamtheit der Eigenkets bildet einen vollständigen und orthonormierten Satz von Basisvektoren,

Λ|λ ⟩ = λ|λ ⟩ ,
∑∫
λ

|λ ⟩ dλ ⟨λ | = I, ⟨λ′ |λ′′ ⟩ = δ(λ′, λ′′). (3.62)

„Dynamik“ bedeutet, daß sich die Projektionen von |φ ⟩ auf die Basisachsen zeitlich ändern:
Sie kann daher durch eine Relativbewegung (Rotation) zwischen Zustandsket und Basis erfaßt
werden. Die Zeitabhängigkeit kann in Quantensystemen (bei gleicher Relativbewegung zwischen
Zustandsket und Basis) daher durch eine der nachstehend kurz beschriebenen Methoden erfaßt
werden:

• Im Heisenbergbild ist der Zustandsket |φH ⟩ raumfest. Die Operatoren, welche die zur De-
finition von Basissystemen geeigneten Observablen beschreiben, sind zeitabhängig, haben
zeitabhängige Eigenkets, aber zeitunabhängige Eigenwerte (der Index „H“ bedeutet im fol-
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Abbildung 3.3: Basissystem aus Eigenkets λ einer Observablen Λ. Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden ⟨λ |φ ⟩ sind die Projektionen des Zustandskets |φ ⟩ auf die |λ ⟩ -Achsen des Basissystems
(Λ-Darstellung)

genden: Heisenbergbild):

ΛH(t)|λH(t) ⟩ = λ|λH(t) ⟩ ,∑∫
λ

|λH(t) ⟩dλ ⟨λH(t) | = I, ⟨λ′
H(t) |λ′′

H(t) ⟩ = δ(λ′, λ′′).
(3.63)

Zeitunabhängige Eigenwerte (Ableitung siehe Abschn. A.3) haben nur sogenannte nicht ex-
plizit zeitabhängige Observable (sie werden zum Unterschied von explizit zeitabhängigen
Observablen L(t) mit Λ(t) bezeichnet). Unter expliziter Zeitabhängigkeit in einem System
versteht man eine solche, welche durch eine von außerhalb des Systems kommende Steuerung
verursacht wird. Beispiele dafür sind: Ein Pendel, dessen Länge nach einem festen Programm
zeitabhängig geändert wird; eine Federkonstante oder eine Masse, die durch einen „Zauberer“
zeitabhängig verändert wird; ein Wasserstoffatom, bei dem die Größe der Elementarladung
durch Zauberkraft geändert wird. Gerade im letzten Fall ist einzusehen, daß dadurch auch
die Energieniveaus des Atoms geändert würden (und damit wären die Eigenwerte des Ener-
gieoperators für dieses „seltsame“ Wasserstoffatom ebenfalls zeitabhängig). Für Observable
Λ, die nicht explizit zeitabhängig sind, ändert sich dagegen das Eigenwertspektrum (und
damit das Spektrum der möglichen Meßwerte) nicht.

• Das Schrödingerbild betrachtet die Basisachsen als raumfest, der Zustandsket |φS(t) ⟩ be-
wegt sich. Wenn die Basisachsen (als Eigenkets einer nicht explizit zeitabhängigen Observa-
blen Λ) zeitlich konstante Lage haben sollen, müssen diese Operatoren im Schrödingerbild
(Index „S“) selbst zeitunabhängig sein; die Basis liegt fest durch

ΛS|λS ⟩ = λ|λS ⟩ ,∑∫
λ

|λS ⟩ dλ ⟨λS | = I, ⟨λ′
S |λ′′

S ⟩ = δ(λ′, λ′′).
(3.64)

Selbstverständlich sind die Eigenwertspektren von ΛH(t) und ΛS identisch. Wenn ein Ope-
rator, der eine Observable repräsentiert, im Schrödingerbild zeitabhängig ist, dann ist diese
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Zeitabhängigkeit durch eine explizite Zeitabhängigkeit verursacht. |φS(t) ⟩ , der Zustandsket,
ist zeitabhängig.

• Im Wechselwirkungsbild bewegt sich sowohl das Basissystem als auch der Zustandsket. Das
kann für die mathematische Behandlung von zeitabhängigen Problemen mit den Methoden
der Störungsrechnung zweckmäßig sein, obwohl vordergründig diese Betrachtungsweise im
Vergleich zum Schrödingerbild oder Heisenbergbild komplizierter erscheint.

Aus Abb. 3.3 ist aber klar, daß die WA (oder WDA) unabhängig vom verwendeten Bild sein
müssen, ebenso Erwartungswerte

φ(λ, t) = ⟨λH(t) |φH ⟩ = ⟨λS |φS(t) ⟩ , ⟨LH(t) ⟩ = ⟨LS(t) ⟩. (3.65)

φ(λ, t) ist die WA (oder WDA) dafür, bei Messung der Observablen Λ am System im Zustand
|φ ⟩ zum Zeitpunkt t den Meßwert λ zu erhalten.

3.5 Das Heisenbergbild
Der Grundgedanke ist folgender: Die klassischen Bewegungsgleichungen der physikalischen Größen
werden als Operatorengleichungen für die Observablen interpretiert; die Lösungen für nicht explizit
zeitabhängige Observable ΛH(t) werden zur Konstruktion einer Basis |λH(t) ⟩ im Ket-Raum gemäß
Gl. 3.63 verwendet.

Zur Darlegung des Prinzips wird ein System mit einem Freiheitsgrad betrachtet. Die (genera-
lisierte) Koordinate sei x, der dazu kanonisch konjugierte Impuls sei p (siehe auch Abschn. A.4 für
eine kurze Wiederholung von Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion).

Jede physikalische Größe L kann somit als Funktion von x(t), p(t) und einer allfälligen expli-
ziten Zeitabhängigkeit t ausgedrückt werden. Das gilt auch für die Hamiltonfunktion H, welche in
einfachen Fällen die Bedeutung der Gesamtenergie besitzt:

x(t) generalisierte Koordinate,
p(t) kanonisch konjugierter Impuls,
L(x(t), p(t), t) explizit zeitabhängige Größe,
Λ(x(t), p(t)) nicht explizit zeitabhängige Größe,
H(x(t), p(t), t) Hamiltonfunktion.

(3.66)

Für zwei Funktionen F (x, p, t) undG(x, p, t) wird eine sogenannte Poissonklammer durch folgenden
Ausdruck definiert:

[F,G] = ∂F

∂x

∂G

∂p
− ∂F

∂p

∂G

∂x
. (3.67)

Unter Verwendung dieser Definition erhält man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

dx

dt
= ẋ = ∂H

∂p
= [x,H]

dp

dt
= ṗ = −∂H

∂x
= [p,H]

dL

dt
= ∂L

∂x

dx

dt
+ ∂L

∂p

dp

dt
+ ∂L

∂t
= ∂L

∂x

∂H

∂p
− ∂L

∂p

∂H

∂x
+ ∂L

∂t
= [L,H] + ∂L

∂t
dΛ
dt

= ∂Λ
∂x

dx

dt
+ ∂Λ
∂p

dp

dt
= ∂Λ
∂x

∂H

∂p
− ∂Λ
∂p

∂H

∂x
= [Λ,H]

dH

dt
= ∂H

∂t
.

(3.68)

Ist H nicht explizit zeitabhängig, dann ist die Hamiltonfunktion konstant.
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Der Übergang zur Quantentheorie erfolgt dadurch, daß man x(t), p(t) in Gl. 3.66 als hermi-
tesche Operatoren xH(t), pH(t) interpretiert, welche die Vertauschungsrelation Gl. 3.28 erfüllen.
Wegen Gl. 3.29 gilt dann auch

∂HH
∂pH

= 1
jh̄

[xH,HH], −∂HH
∂xH

= 1
jh̄

[pH,HH]. (3.69)

Die Schreibweise HH ist die Abkürzung für HH(t) = H(xH(t), pH(t), t). Die ersten beiden Bewe-
gungsgleichungen von Gl. 3.68 lauten somit

dxH
dt

= ∂HH
∂pH

= 1
jh̄

[xH,HH] = ◦
xH,

dpH
dt

= −∂HH
∂xH

= 1
jh̄

[pH,HH] = ◦
pH .

(3.70)

Mit
◦
ΛH werden die (nicht explizit zeitabhängigen) Observablen bezeichnet, welche den zeitlichen

Ableitungen der klassischen Größen Λ(t) entsprechen.
Die Übersetzung der Gleichung für dL/dt bereitet Schwierigkeiten: Es kommen zwei Summan-

den vor, die aus Produkten bestehen: Für klassische Größen ist die Reihenfolge der Terme in den
Produkten beliebig, aber die entsprechenden Operatoren sind nicht vertauschbar, und somit ist
der Übergang nicht eindeutig.

Beachtet man dagegen, daß beim Übergang zur Quantentheorie, siehe Gl. 3.70, der klassischen
Poissonklammer in der Quantentheorie ein Kommutator korrespondiert,

[x,H] (klassisch) −→ 1
jh̄

[xH,HH] (quantenmechanisch), (3.71)

so kann man versuchen, diese Korrespondenz auch in den folgenden Gleichungen anzuwenden
(damit berechnete Werte stimmen tatsächlich mit gemessenen Werten überein), d. h.:

dLH
dt

= 1
jh̄

[LH,HH] + ∂LH
∂t

,

dΛH
dt

= 1
jh̄

[ΛH,HH] =
◦
ΛH,

dHH
dt

= ∂HH
∂t

.

(3.72)

Sind die Lösungen ΛH(t) bekannt, so lassen sich die entsprechenden Eigenwertprobleme lösen und
Darstellungen (Basissysteme) im Ket-Raum gemäß Gl. 3.63 finden.

Wie in Abschn. A.3 gezeigt wird, könnte man die zeitabhängigen Eigenkets |λH(t) ⟩ auch als
Lösungen von

d|λH(t) ⟩
dt

= − 1
jh̄
H(xH(t), pH(t), t)|λH(t) ⟩ (3.73)

erhalten.
Die Ausdrücke für Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte erhält man aus Gl. 2.118, indem

man beachtet, daß der statistische Operator ρH im Heisenbergbild zeitunabhängig ist (er setzt sich
ja gemäß Gl. 2.117 aus einer Auswahl von zeitunabhängigen Zustandskets |φHα ⟩ zusammen), und
daß die Projektoren auf Eigenräume von Eigenwerten wegen der Zeitabhängigkeit der Basiskets
|λH(t) ⟩ natürlich ebenfalls zeitabhängig sind:

w(λ, t) = Sp {ρHPER(λ)(t)},
⟨ f(LH(t)) ⟩ = Sp {ρHf(LH(t))}.

(3.74)
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3.6 Ehrenfestsches Theorem. Die Energie-Zeit-Unschärferelation
Die zeitliche Änderung des Erwartungswertes ist der Erwartungswert jenes Operators, welcher der
zeitlichen Änderung einer Observablen korrespondiert: Dieser Umstand wird als Ehrenfestsches
Theorem bezeichnet. Die Erwartungswerte der Operatoren stimmen mit den klassischen Größen
überein (in Gl. 3.59 wurde z. B. gezeigt, daß die Erwartungswerte ⟨x ⟩ = 0, ⟨ p ⟩ = 0, mit den
klassischen Werten x = 0, p = 0 eines in Ruhe befindlichen Oszillators übereinstimmen).

Nach Gl. 3.72 wird mit
◦
ΛH jener Operator bezeichnet, welcher der zeitlichen Änderung der

Observablen ΛH korrespondiert (diese Bezeichnung resultiert in Anlehnung an die klassische Be-
zeichnung Λ̇ für zeitliche Änderungen einer klassischen Größe Λ(t)):

◦
ΛH= 1

jh̄
[ΛH,HH]. (3.75)

„Zufällig“ ist
◦
ΛH im Heisenbergbild identisch mit der Ableitung dΛH/dt.

In Anwendung von Gl. 3.74 folgt mit Gl. 3.72

d

dt
⟨ΛH(t) ⟩ = d

dt
Sp{ρHΛH(t)} = Sp{ρH

dΛH(t)
dt

}

= Sp{ρH ·
1
jh̄

[ΛH,HH]} = Sp{ρH

◦
ΛH} = ⟨

◦
ΛH ⟩.

(3.76)

Damit ist das Ehrenfestsche Theorem bewiesen.
Das bedeutet natürlich nicht, daß klassische und quantenmechanische Vorhersagen übereinstim-

men. Identifiziert man klassische Werte mit quantenmechanischen Erwartungswerten, so liefert die
klassische Gleichung z. B.

dx(t)
dt

= ∂H(x(t), p(t), t)
∂p(t)

= d

dt
⟨xH(t) ⟩ =

∂H(⟨xH(t) ⟩, ⟨ pH(t) ⟩, t)
∂⟨ pH(t) ⟩

. (3.77)

Die quantenmechanische Gleichung, siehe Gl. 3.70, liefert dagegen〈
dxH(t)
dt

〉
= d

dt
⟨xH(t) ⟩ =

〈
∂H(xH(t), pH(t), t)

∂pH(t)

〉
̸=
∂H(⟨xH(t) ⟩, ⟨ pH(t) ⟩, t)

∂⟨ pH(t) ⟩
. (3.78)

Für eine Observable Λ(t) wird eine charakteristische Zeit τΛ dadurch definiert, daß sich in der Zeit
τΛ der Erwartungswert der Observablen gerade um eine Standardabweichung ∆Λ (Definition in
Gl. 2.102) verschiebt; mit Gl. 3.76 folgt

∆Λ = d⟨ΛH(t) ⟩
dt

· τΛ = ⟨
◦
ΛH ⟩τΛ. (3.79)

⟨ΛH(t) ⟩ ist eine bildunabhängige physikalische Aussage, daher wäre der Index „H“ am Operator
nicht nötig.

In Anwendung von Gl. 2.103 folgt aber aus Gl. 3.75 mit Gl. 3.79 die Unschärferelation

∆Λ ·∆H ≥ 1
2
|⟨ h̄

◦
ΛH ⟩| =

h̄

2
∆Λ
τΛ

(3.80)

und somit

τΛ∆H ≥ h̄

2
. (3.81)

Diese Beziehung wird als „Energie-Zeit-Unschärferelation“ bezeichnet, obwohl die Zeit in der
Quantentheorie die Rolle eines Parameters spielt und nicht durch einen hermiteschen Operator als
Observable definiert wurde.
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Gl. 3.81 besagt, daß die Kenntnis der Energie eines Systems mit einer Unsicherheit ∆H behaf-
tet ist, welche durch die Zeiten τΛ festgelegt werden, mit denen sich die Erwartungswerte einer
Observablen Λ gerade um eine Standardabweichung ∆Λ ändern.

In grober Abschätzung kann man z. B. sofort sagen: Bei einem Atom im Grundzustand (es
ändert sich nichts) ist die Energie genau bekannt (∆H = 0, τΛ = ∞). Geht ein angeregtes Atom
unter Photonenemission innerhalb einer Zeit τ (τ ist die Lebensdauer) in den Grundzustand über,
dann ist die Energieunsicherheit des angeregten Atoms von der Größenordnung ∆H ≈ h/τ , und
damit ist h/τ auch die Energieunsicherheit ∆H = h∆f des emittierten Photons: Viele Atome
emittieren daher eine Linie der Linienbreite ∆f ≈ 1/τ .

3.7 Das Schrödingerbild
Im Schrödingerbild (siehe Abschn. 3.4) wird die Basis als raumfest betrachtet, die Observablen
(deren Eigenkets als Basisvektoren dienen) müssen daher zeitunabhängig sein (explizit zeitabhän-
gige Observable haben auch zeitabhängige Eigenwerte und werden nicht zur Konstruktion einer
Basis verwendet).

An die Stelle der Bewegungsgleichungen Gl. 3.70, Gl. 3.72, Gl. 3.73 treten daher die Beziehungen

dxS
dt

=
dpS
dt

= dΛS
dt

= 0, dLS
dt

= ∂LS
∂t

,
dHS
dt

= ∂HS
∂t

,
d|λS ⟩
dt

= 0. (3.82)

Zeitliche Änderungen einer Observablen ΛS werden mit dem in Gl. 3.75 definierten Operator be-
rechnet, im Schrödingerbild mit

◦
ΛS= 1

jh̄
[ΛS,HS]. (3.83)

Die Zeitabhängigkeit der physikalischen Größen wird durch einen zeitabhängigen Schrödingerket
|φS(t) ⟩ erfaßt, für den eine Bewegungsgleichung gefunden werden muß.

Nimmt man an, daß für t < 0 das Heisenbergbild gilt, für t ≥ 0 das Schrödingerbild (zum
Zeitpunkt t = 0 hört die Bewegung der Basis auf, und es beginnt sich für t > 0 der bis dahin
raumfeste Zustandsket zu bewegen), so läßt sich zu jedem Zeitpunkt das Heisenbergbild mit einem
unitären Operator U(t) in das Schrödingerbild umrechnen. Man setzt an:

|φH ⟩ = U(t)|φS(t) ⟩ ,

|λH(t) ⟩ = U(t)|λS ⟩ ,

⟨φH |φH ⟩ = ⟨φS(t) |φS(t) ⟩ = ⟨φS(t)|U†(t)U(t) |φS(t) ⟩ ,

d. h. U†(t)U(t) = U(t)U†(t) = I, U(0) = I.

(3.84)

Aus der Eigenwertgleichung für ΛH(t) folgt in Anwendung von Gl. 3.84 auch die Transformation
der Operatoren:

ΛH(t)|λH(t) ⟩ = λ|λH(t) ⟩ ,

U†(t)ΛH(t)U(t)U†(t)|λH(t) ⟩ = λU†(t)|λH(t) ⟩ ,

ΛS|λS ⟩ = λ|λS ⟩ ,

d. h. ΛS = U†(t)ΛH(t)U(t).

(3.85)

Die Bewegungsgleichung für den Transformationsoperator U(t) folgt z. B. aus Gl. 3.73 unter Be-
achtung von Gl. 3.84 und Gl. 3.85

d|λH(t) ⟩
dt

= dU(t)
dt
|λS ⟩ = − 1

jh̄
H(xH(t), pH(t), t)U(t)|λS ⟩ ,[

dU(t)
dt

+ 1
jh̄
HH(t)U(t)

]
|λS ⟩ = 0 −→ dU(t)

dt
= − 1

jh̄
HH(t)U(t).

(3.86)
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Für einen nicht explizit zeitabhängigen Hamiltonoperator ist HH = HS = const und die Lösung
lautet

U(t) = exp
(
−Ht
jh̄

)
, U(t)U†(t) = U†(t)U(t) = I, da H = H†. (3.87)

Die gesuchte Gleichung für den Schrödingerket folgt aus Gl. 3.84. Man beachte, daß als Folge von
Gl. 3.85 und dem Umstand, daß Operatorfunktionen in Potenzreihen entwickelt werden können,
die Schreibweise

U†(t)LH(t)U(t) = U†(t)L(xH(t), pH(t), t)U(t)

= L(U†(t)xH(t)U(t), U†(t)pH(t)U(t), t)

= L(xS, pS, t) = LS(t)

(3.88)

gilt. Somit folgt aus Gl. 3.84 mit Gl. 3.86

d|φH ⟩
dt

= 0 = dU(t)
dt
|φS(t) ⟩ + U(t)d|φS(t) ⟩

dt

= − 1
jh̄
HH(t)U(t)|φS(t) ⟩ + U(t)d|φS(t) ⟩

dt

(3.89)

und unter Beachtung von Gl. 3.88 die gesuchte Gleichung

d|φS(t) ⟩
dt

= 1
jh̄
HS(t)|φS(t) ⟩ = 1

jh̄
H(xS, pS, t)|φS(t) ⟩ . (3.90)

Da im Schrödingerbild der Zustandsket |φS(t) ⟩ zeitabhängig ist, ist nach Gl. 2.118 auch der sta-
tistische Operator ρS(t) zeitabhängig (er besteht aus einer Auswahl zeitabhängiger Zustandskets
|φSα(t) ⟩ ). Die Schrödingeroperatoren LS(t) für Observable sind nach Gl. 3.82 nur dann zeitabhän-
gig, wenn sie eine explizite Zeitabhängigkeit besitzen. Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
berechnen sich in Anwendung von Gl. 2.119 aus (Projektoren auf Basiskets |λS ⟩ sind zeitunab-
hängig!)

w(λ, t) = Sp{ρS(t)PER(λ)},

⟨ f(LS(t)) ⟩ = Sp{ρS(t)f(LS(t))},

 dρS(t)
dt

= − 1
jh̄

[
ρS(t),HS(t)

]
. (3.91)

Die nach Gl. 3.74 und Gl. 3.91 berechneten Werte stimmen natürlich überein, wie man mit der
Transformation von Gl. 3.88 und Beachtung von Gl. 2.113 leicht nachweist.

3.8 Die Schrödingergleichung für die zeitabhängige Wahr-
scheinlichkeitsamplitude

Wegen der Bildunabhängigkeit der in Gl. 3.65 definierten zeitabhängigen WA (oder WDA) ist es
zweckmäßig, eine Bewegungsgleichung für φ(λ, t) zu entwickeln. Unter Verwendung von Gl. 3.90
und der Schreibweise von Gl. 2.58–Gl. 2.60 erhält man

∂φ(λ, t)
∂t

= d

dt
⟨λS |φS(t) ⟩ = ⟨λS |

d|φS(t) ⟩
dt

= 1
jh̄
⟨λS |H(xS , pS , t) |φS(t) ⟩

= 1
jh̄

∑∫
λ′

⟨λS |H(xS , pS , t) |λ′
S ⟩ dλ′ ⟨λ′

S |φS(t) ⟩

= 1
jh̄

∑∫
λ′

H(λ, λ′, t)φ(λ′, t)dλ′

= 1
jh̄
H(x(λ)

op , p
(λ)
op , t)φ(λ, t).

(3.92)
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x
(λ)
op , p(λ)

op sind analog zu Gl. 2.59 und Gl. 2.60 für die λ-Darstellung definiert:

L(λ)
op φ(λ) = L(λ)

op ⟨λ |φ ⟩ = ⟨λ|L |φ ⟩ =
∑∫
λ′

⟨λ|L |λ′ ⟩ dλ′ ⟨λ′ |φ ⟩ =
∑∫
λ′

L(λ, λ′)φ(λ′)dλ′. (3.93)

Als Beispiel für eine Lösung dieser Gleichung soll der Massenpunkt im Potential V (x) von Ab-
schn. 3.3 betrachtet werden. Mit der Wahl λ = x erhält man eine Differentialgleichung für φ(x, t),
das ist die WDA dafür, bei einer Messung des Ortes diesen Massenpunkt (der durch den Ket |φ ⟩
beschrieben wird) an der Stelle x zu finden. Für die x-Darstellung gilt mit Gl. 3.53–Gl. 3.56

∂φ(x, t)
∂t

= 1
jh̄
H(x(x)

op , p
(x)
op , t)φ(x, t)

= 1
jh̄

[
(p(x)

op )2

2m
+ V (x(x)

op )

]
φ(x, t) = 1

jh̄

[
1

2m

(
−jh̄ ∂

∂x

)2

+ V (x)

]
φ(x, t)

= 1
jh̄

[
− h̄2

2m
∂2

∂x2 + V (x)
]
φ(x, t),

Nebenbedingung:
+∞∫

−∞

|φ(x, t)|2dx = 1.

(3.94)

Eine Lösung dieser partiellen Differentialgleichung erhält man mit einem Separationsansatz (Ber-
noulli-Ansatz)

φ(x, t) =
∑
n

fn(t)ψn(x). (3.95)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

jh̄

fn(t)
dfn(t)
dt

=

(
− h̄2

2m
d2

dx2 + V (x)
)
ψn(x)

ψn(x)
= En, (3.96)

wobei En eine Separationskonstante bedeutet. Die Lösungsbausteine müssen daher folgende Glei-
chungen erfüllen:

− h̄2

2m
d2ψn(x)
dx2 + [V (x)− En]ψn(x) = 0,

+∞∫
−∞

|ψn(x)|2dx = 1,

fn(t) = exp
(
−j En

h̄
t

)
.

(3.97)

Die Werte En haben (man vergleiche mit Gl. 3.54) die Bedeutung der Eigenwerte des Energieope-
rators. Die allgemeinste Lösung ist somit

φ(x, t) =
∑
n

cn exp
(
−j Ent

h̄

)
ψn(x). (3.98)

Kennt man die Energie des Massenpunktes genau (En ist gegeben), so ist die WDA einer Lokali-
sierung durch

φ(x, t) = exp
(
−j Ent

h̄

)
ψn(x) (3.99)

gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, den Massenpunkt an einer Stelle x zu lokalisieren, stellt
sich daher als zeitunabhängig heraus:

w(x) = |φ(x, t)|2 = |ψn(x)|2. (3.100)
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Man nennt die Zustände bekannter Energie daher auch stationäre Zustände.
Speziell für einen harmonischen Oszillator mit den Energieeigenwerten von Gl. 3.57 erhält man

für genau bekannte Energie En

φ(x, t) = exp
(
−j ωt

2

)
exp(−jnωt)ψn(x). (3.101)
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Anhang A

Ableitungen

A.1 Ableitung der Unschärferelation
Für beliebige Kets |φ ⟩ , |ψ ⟩ gilt die Schwarzsche Ungleichung

⟨φ |φ ⟩ ⟨ψ |ψ ⟩ ≥ | ⟨φ |ψ ⟩ |2. (A.1)

Für die Operatoren

A = L− ⟨L ⟩I, B = M − ⟨M ⟩I (A.2)

gilt wegen Gl. 2.101

[L,M ] = [A, B] = jC,

AB = 1
2 [A,B] + 1

2 (AB +BA) = 1
2jC + 1

2 (AB +BA).
(A.3)

Für L = L†, M = M† sind auch die Operatoren A, B hermitesch. Für die Zustände

|φ ⟩ = A|φ0 ⟩ , |ψ ⟩ = B|φ0 ⟩ (A.4)

folgt aus Gl. A.1 unter Beachtung von Gl. 2.102

⟨φ0|A2 |φ0 ⟩ ⟨φ0|B2 |φ0 ⟩ = (∆L)2(∆M)2

≥ 1
4 |j ⟨φ0|C |φ0 ⟩+ ⟨φ0|AB +BA |φ0 ⟩ |2.

(A.5)

Da Erwartungswerte hermitescher Operatoren reell sind, ist der Term auf der rechten Seite von
Gl. A.5 von der Form |a+ jb|2, mit a, b reell. Wählt man den Zustand |φ0 ⟩ so, daß

B|φ0 ⟩ = jA|φ0 ⟩ , (A.6)

so verschwindet der Term ⟨φ0|AB +BA |φ0 ⟩, also erhält man

∆L ·∆M ≥ 1
2
|⟨C ⟩|. (A.7)

A.2 Ableitung einer Vertauschungsrelation
Wie man leicht nachweist, gelten folgende Beziehungen

[L1 L2,M ] = L1 [L2,M ] + [L1,M ]L2

[M,L1 L2] = L1[M,L2] + [M,L1]L2
(A.8)
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Für einen gegebenen Kommutator

[x, p ] = jh̄I (A.9)

weist man unter wiederholter Anwendung von Gl. A.8 nach:

[x, p2] = [x, p p] = 2jh̄p = jh̄ ∂
∂pp

2,

[x, pn] = njh̄pn−1 = jh̄ ∂
∂pp

n.
(A.10)

Analog beweist man die Relationen

[x2, p] = [xx, p] = 2jh̄x = jh̄ ∂
∂xx

2,

[xn, p] = njh̄xn−1 = jh̄ ∂
∂xx

n.
(A.11)

Eine beliebige Funktion von x, p, die eine Observable darstellt, kann in eine Potenzreihe mit
Termen der Form xn pm und pm xn entwickelt werden. Unter Anwendung von Gl. A.8, Gl. A.10
folgt

[x, xn pm] = xn[x, pm] + [x, xn]pm = xn · jh̄ ∂
∂p

pm = jh̄
∂

∂p
(xn pm). (A.12)

Ein analoger Beweis gilt für den Kommutator [pm xn, p]. Damit sind die Beziehungen Gl. 3.29
bewiesen.

A.3 Zeitunabhängige Eigenwerte
Aus der Eigenwertgleichung einer nicht explizit zeitabhängigen Observablen Λ

Λ|λ ⟩ = λ|λ ⟩ (A.13)

folgt nach Differentiation nach der Zeit unter Beachtung von Gl. 3.72

dΛ
dt
|λ ⟩ + Λd|λ ⟩

dt
= 1
jh̄

(ΛH −H Λ)|λ ⟩ + Λd|λ ⟩
dt

= dλ

dt
|λ ⟩ + λ

d|λ ⟩
dt

.

(A.14)

Bildet man die Bracket mit dem Bra ⟨λ | und verwendet Gl. A.13, so erhält man

1
jh̄
⟨λ|ΛH |λ ⟩ − 1

jh̄
⟨λ|H Λ |λ ⟩+ ⟨λ | Λd|λ ⟩

dt
= dλ

dt
⟨λ |λ ⟩+ λ ⟨λ | d|λ ⟩

dt
,

1
jh̄
λ ⟨λ|H |λ ⟩ − 1

jh̄
λ ⟨λ|H |λ ⟩+ λ ⟨λ | d|λ ⟩

dt
= dλ

dt
+ λ ⟨λ | d|λ ⟩

dt

(A.15)

und somit
dλ

dt
= 0. (A.16)

Damit ist die Zeitunabhängigkeit der Eigenwerte bewiesen. Aus Gl. A.14 erhält man wegen dλ/dt =
0 nach Rearrangieren der Terme

Λ
(

1
jh̄
H|λ ⟩ + d|λ ⟩

dt

)
− λ

(
1
jh̄
H|λ ⟩ + d|λ ⟩

dt

)
= 0,

(Λ− λI)
(

1
jh̄
H|λ ⟩ + d|λ ⟩

dt

)
= 0.

(A.17)

Daraus folgt die Bewegungsgleichung Gl. 3.73.
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A.4 Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion
In der Mechanik werden generalisierte Koordinaten xi (i = 1, 2, . . . , n) und generalisierte Ge-
schwindigkeiten ẋi = dxi/dt definiert. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in der Form

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n (A.18)

schreiben, wobei L = L(xi, ẋi, t) die Lagrangefunktion bedeutet, die in einfachen Fällen als die
Differenz von kinetischer Energie und potentieller Energie gedeutet werden kann.

Definiert man die zu den Koordinaten xi kanonisch konjugierten Impulse pi durch

pi = ∂L

∂ẋi
, i = 1, 2, . . . , n (A.19)

so erhält man anstelle von Gl. A.18 die Bewegungsgleichungen

ṗi = dpi
dt

= ∂L

∂xi
, pi = ∂L

∂ẋi
, i = 1, 2, . . . , n. (A.20)

Man definiert eine Hamiltonfunktion H(xi, pi, t) durch

H(xi, pi, t) =
n∑
i=1

ẋipi − L(xi, ẋi, t). (A.21)

Durch Bilden der Differentiale folgt unter Beachtung von Gl. A.20

dH =
∑
i

∂H

∂xi
dxi +

∑
i

∂H

∂pi
dpi + ∂H

∂t
dt

=
∑
i

ẋidpi +
∑
i

pidẋi −
∑
i

∂L

∂xi
dxi −

∑
i

∂L

∂ẋi
dẋi −

∂L

∂t
dt

=
∑
i

ẋidpi −
∑
i

∂L

∂xi
dxi −

∂L

∂t
dt+

(∑
i

pidẋi −
∑
i

∂L

∂ẋi
dẋi

)

= −
∑
i

∂L

∂xi
dxi +

∑
i

ẋidpi −
∂L

∂t
dt

= −
∑
i

ṗidxi +
∑
i

ẋidpi −
∂L

∂t
dt.

(A.22)

Durch Vergleich der ersten und letzten Zeile liest man aus Gl. A.22 ab:

ẋi = dxi
dt

= ∂H

∂pi
, ṗi = dpi

dt
= −∂H

∂xi
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
, i = 1, 2, . . . , n. (A.23)

In einfachen Fällen hat die Hamiltonfunktion die Bedeutung der Gesamtenergie.
Ein Beispiel aus der Elektrotechnik bietet die Kraft auf eine Punktladung q im Vakuum. Die

Bewegungsgleichung für einen Massenpunkt der Masse m und der Ladung q lautet

m
dv⃗

dt
= q(E⃗ + v⃗ × µ0H⃗), (A.24)

wobei E⃗ und H⃗ durch das Skalarpotential φ und das Vektorpotential A⃗ wie folgt ausgedrückt
werden:

E⃗ = −gradφ− ∂A⃗

∂t
, µ0H⃗ = rot A⃗. (A.25)
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Die Lagrangefunktion, aus der man in Anwendung von Gl. A.18 die Bewegungsgleichung Gl. A.24
erhält, lautet

L = 1
2
mv⃗ 2 − qφ+ qA⃗ · v⃗, (A.26)

wobei die generalisierten Geschwindigkeiten die Komponenten von v⃗ sind, ẋi = vi (i = 1, 2, 3).
Damit erhält man in Anwendung von Gl. A.19 den kanonischen Impuls

pi = ∂L

∂vi
= mvi + qAi −→ p⃗ = mv⃗ + qA⃗. (A.27)

Die Hamiltonfunktion Gl. A.21 ist somit

H = p⃗ · v⃗ − L = 1
2
mv⃗ 2 + qφ = 1

2m
(p⃗− qA⃗ )2 + qφ. (A.28)

Diese Hamiltonfunktion ist die Grundlage zur Erfassung der quantisierten Wechselwirkung zwi-
schen Ladungen und dem elektromagnetischen Feld (siehe z. B. [19, S.405]).
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Anhang B

Übungen und Anwendungen

B.1 Bracketschreibweise und Integralgleichungen
Die Integralgleichung

φ(x) + u(x)
b∫
a

v∗(x′)φ(x′)dx′ = w(x) (B.1)

ist zu lösen (die Funktionen u(x), v(x) und w(x) sind gegeben).
Man interpretiert die Funktionen als Komponenten von abstrakten Vektoren in einem Basis-

system

⟨x |x′ ⟩ = δ(x− x′),
b∫
a

|x ⟩ dx ⟨x | = I, (B.2)

und erhält somit anstelle von Gl. B.1

⟨x |φ ⟩+ ⟨x |u ⟩
b∫
a

⟨ v |x′ ⟩ dx′ ⟨x′ |φ ⟩ = ⟨x |w ⟩ (B.3)

oder (weil ⟨x | sicher nicht der Null-Bra ist, und weil nicht alle Bras ⟨x | auf den Ket in der
folgenden Zeile orthogonal sein können; ist v(x) reell, gilt ⟨x |v ⟩ = ⟨ v |x ⟩)

|φ ⟩ + |u ⟩ ⟨ v |φ ⟩ = |w ⟩ . (B.4)

Man bildet die Bracket mit ⟨ v | , berechnet ⟨ v |φ ⟩, und setzt diesen Ausdruck in Gl. B.4 ein:

⟨ v |φ ⟩ = ⟨ v |w ⟩
1 + ⟨ v |u ⟩

. (B.5)

Man beachte: Falls 1+⟨ v |u ⟩ = 0, existiert eine Lösung für ⟨ v |φ ⟩ nur dann, falls auch ⟨ v |w ⟩ = 0
(in diesem Fall ist ⟨ v |φ ⟩ eine beliebige Konstante c). Das Ergebnis lautet

|φ ⟩ = |w ⟩ − |u ⟩ ⟨ v |w ⟩
1 + ⟨ v |u ⟩

für 1 + ⟨ v |u ⟩ ̸= 0,

|φ ⟩ = |w ⟩ − c|u ⟩ c beliebig, wenn 1 + ⟨ v |u ⟩ = 0, ⟨ v |w ⟩ = 0.
(B.6)
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Man bildet die Bracket mit ⟨x | , verwendet die Vollständigkeitsrelation Gl. B.2, und erhält die
Lösung der Integralgleichung

φ(x) = w(x)− u(x)

b∫
a

v∗(x)w(x)dx

1 +
b∫
a

v∗(x)u(x)dx

für 1 +
b∫
a

v∗(x)u(x)dx ̸= 0,

φ(x) = w(x)− cu(x) für 1 +
b∫
a

v∗(x)u(x)dx = 0,

und
b∫
a

v∗(x)w(x)dx = 0.

(B.7)

Nach diesem Rezept lassen sich auch Integralgleichungen folgender Form lösen:

φ(x) +
∑
i

ui(x)
b∫
a

v∗
i (x′)φ(x′)dx′ = w(x). (B.8)

B.2 Der zweidimensionale unitäre Raum
B.2.1 Eine spezielle Basistransformation. Lineare und zirkulare Polari-

sation von Photonen
Es sei eine orthonormierte Basis (die a-Darstellung) gegeben:

2∑
i=1
|ai ⟩ ⟨ ai | = I, ⟨ ai |aj ⟩ = δij . (B.9)

Verdreht man die Basiskets |ai ⟩ durch einen unitären Operator U in eine Basis |bi ⟩

|bi ⟩ = U |ai ⟩ , U U† = U† U = I, (B.10)

so ist die Basis der |bi ⟩ ebenfalls orthonormiert, es gilt

2∑
i=1
|bi ⟩ ⟨ bi | = I, ⟨ bi |bj ⟩ = δij . (B.11)

Der Drehoperator U ist in der a-Darstellung durch Matrixelemente U (a)
ij gegeben (man beachte

die Vollständigkeitsrelationen von Gl. B.9 und Gl. B.11):

U = I U I =
2∑

i,j=1
|ai ⟩ ⟨ai |U | aj⟩ ⟨ aj | =

2∑
i,j=1

|ai ⟩U (a)
ij ⟨ aj | =

2∑
j=1
|bj ⟩ ⟨ aj | , (B.12)

der Umkehroperator U† durch die Matrixelemente U†(a)
ij :

U† = I U† I =
2∑

i,j=1
|ai ⟩

〈
ai
∣∣U†∣∣ aj〉 ⟨ aj | =

2∑
i,j=1

|ai ⟩U†(a)
ij ⟨ aj | =

2∑
j=1
|aj ⟩ ⟨ bj | . (B.13)

VI



Es gilt somit

U
(a)
ij = ⟨ ai |bj ⟩ ,

U
†(a)
ij = ⟨ bi |aj ⟩ = ⟨ aj |bi ⟩∗ = U

(a)∗
ji .

(B.14)

Die Komponenten eines allgemeinen Kets |φ ⟩ transformieren sich wegen

|φ ⟩ =
2∑
j=1
|aj ⟩ ⟨ aj |φ ⟩ =

2∑
j=1

φ
(a)
j |aj ⟩ =

2∑
j=1
|bj ⟩ ⟨ bj |φ ⟩ =

2∑
j=1

φ
(b)
j |bj ⟩ (B.15)

wie

φ
(a)
i = ⟨ ai |φ ⟩ =

2∑
j=1
⟨ ai |bj ⟩φ(b)

j =
2∑
j=1

U
(a)
ij φ

(b)
j ,

φ
(b)
i = ⟨ bi |φ ⟩ =

2∑
j=1
⟨ bi |aj ⟩φ(a)

j =
2∑
j=1

U
†(a)
ij φ

(a)
j .

(B.16)

Eine spezielle Transformation sei durch folgende Beziehungen definiert:

U
(a)
ij = ⟨ ai |bj ⟩ =̂

1√
2

(
1 1
j −j

)
, U

†(a)
ij = ⟨ bi |aj ⟩ =̂

1√
2

(
1 −j
1 j

)
. (B.17)

Damit lauten die Transformationsgleichungen für die Komponenten der Kets in den beiden Dar-
stellungenφ(a)

1

φ
(a)
2

 = 1√
2

1 1

j −j

(φ(b)
1

φ
(b)
2

)
,

(
φ

(b)
1

φ
(b)
2

)
= 1√

2

1 −j

1 j

(φ(a)
1

φ
(a)
2

)
. (B.18)

Die Basiskets |bi ⟩ entwickelt nach Basiskets |ai ⟩ sind (der Drehoperator U wird aus Gl. B.12
eingesetzt):

|b1 ⟩ = U |a1 ⟩ =
2∑

i,j=1
|ai ⟩ ⟨ ai |bj ⟩ ⟨ aj |a1 ⟩

=
2∑
i=1
|ai ⟩ ⟨ ai |b1 ⟩ =

2∑
i=1

U
(a)
i1 |ai ⟩ = 1√

2
(|a1 ⟩ + j|a2 ⟩ ),

|b2 ⟩ = U |a2 ⟩ =
2∑

i,j=1
|ai ⟩ ⟨ ai |bj ⟩ ⟨ aj |a2 ⟩

=
2∑
i=1
|ai ⟩ ⟨ ai |b2 ⟩ =

2∑
i=1

U
(a)
i2 |ai ⟩ = 1√

2
(|a1 ⟩ − j|a2 ⟩ ).

(B.19)

Versteht man unter den Kets |a1 ⟩ , |a2 ⟩ den Polarisationszustand von Photonen, die unter
0◦, 90◦ linear polarisiert sind, so bezeichnen die Kets |b1 ⟩ , |b2 ⟩ rechtszirkular bzw. linkszirkular
polarisierte Photonen.

Unter 45◦ linear polarisierte Photonen wären somit durch den folgenden Ket |ξ ⟩ bzw. in der
a-Darstellung durch dessen Komponenten ξ

(a)
1 , ξ(a)

2 gegeben:

|ξ ⟩ = 1√
2

(|a1 ⟩ + |a2 ⟩ ),

ξ(a)
1

ξ
(a)
2

 = 1√
2

(
1
1

)
. (B.20)
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In Anwendung von Gl. B.18 lauten die Komponenten des Kets |ξ ⟩ in der b-Darstellungξ(b)
1

ξ
(b)
2

 = 1√
2

(
1 −j
1 j

)
1√
2

(
1
1

)
= 1

2

(
1− j
1 + j

)
. (B.21)

Der Ket |ξ ⟩ (entwickelt nach Basiskets der b-Darstellung) ist somit

|ξ ⟩ = 1
2

[(1− j)|b1 ⟩ + (1 + j)|b2 ⟩ ] . (B.22)

Die Matrixelemente eines allgemeinen Operators L transformieren sich zwischen den beiden
Darstellungen wie folgt:

L
(b)
ij = ⟨bi |L| bj⟩ =

〈
ai

∣∣∣U†LU
∣∣∣ aj〉 =

2∑
k,ℓ=1

〈
ai

∣∣∣U†
∣∣∣ ak〉 ⟨ak |L| aℓ⟩ ⟨aℓ |U | aj⟩ =

2∑
k,ℓ=1

U
†(a)
ik L

(a)
kℓ U

(a)
ℓj .

(B.23)

Beispiel: Der Operator mit den Matrixelementen

L
(a)
kℓ =̂

(
1 0
0 −1

)
(B.24)

lautet in der b-Darstellung

L
(b)
ij = 1√

2

(
1 −j
1 j

)(
1 0
0 −1

)
1√
2

(
1 1
j −j

)
=
(

0 1
1 0

)
. (B.25)

Der allgemeinste normierte Polarisationszustand kann in der a-Darstellung wie folgt geschrieben
werden:

|p ⟩ = ejδ(e−jφ cosα|a1 ⟩ + ejφ sinα|a2 ⟩ ), 0 ≤ α ≤ π/2, 0 ≤ φ < π. (B.26)

Für φ = 0, π/2, 0 ≤ α ≤ π/2 handelt es sich um lineare Polarisation, die Werte α = π/4, φ = π/4
liefern rechtszirkulare, die Werte α = π/4, φ = 3π/4 linkszirkulare Polarisation.

Zu jedem (allgemein: elliptischen) Polarisationszustand |p1 ⟩ gibt es einen orthogonalen Pola-
risationszustand |p2 ⟩ , es gilt also ⟨ p1 |p2 ⟩ = 0. Für den Ansatz von Gl. B.26 erfüllen orthogonale
Polarisationszustände die Bedingungen α1 + α2 = π/2, |φ2 − φ1| = π/2.
Polarisationszustände können auch durch den Elevationswinkel ψ der großen Achse der Polarisationsellipse (0 ≤ ψ <
π) und den Quotienten der Länge der kleinen Achse und der Länge der großen Achse ausgedrückt werden (dieser
Quotient wird als tanχ, −π/4 ≤ χ ≤ π/4 festgelegt; somit ist | tanχ| ≤ 1, χ > 0 bezeichnet nach der Konvention
rechtshändige Polarisation, χ < 0 linkshändige Polarisation; dabei ist der Blick gegen die Ausbreitungsrichtung des
Lichtes gerichtet).

Deutet man die Winkel 0 ≤ 2ψ < 2π als geographische Länge auf einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel),
die Winkel −π/2 ≤ 2χ ≤ π/2 als geographische Breite (Südpol 2χ = −π/2, Nordpol 2χ = π/2), so liegen alle
linearen Polarisationen am Äquator, alle rechtshändigen elliptischen Polarisationen auf der Nordhalbkugel, alle
linkshändigen elliptischen Polarisationen auf der Südhalbkugel. Die zirkularen Polarisationen liegen im Nordpol
und Südpol. Orthogonale Polarisationszustände liegen auf der Kugeloberfläche einander diametral gegenüber.

Die Beziehungen zwischen den Winkeln α, φ einerseits und ψ, χ andererseits (sowie die korrekte Wahl der
Vorzeichen) sind im folgenden ohne Beweis angeführt. Man beachte, daß die vollständig polarisierten Zustände
auf der Kugeloberfläche liegen. Teilweise polarisiertem Licht kann man Punkte innerhalb der Kugel zuordnen,
unpolarisiertes Licht entspräche in dieser Darstellung dem Kugelmittelpunkt.

tan 2ψ = tan 2α cos 2φ 0 ≤ 2ψ < 2π
sin 2χ = sin 2α sin 2φ −π/2 ≤ 2χ ≤ π/2

für cos 2φ < 0 : wähle π < 2ψ < 2π
für cos 2φ = 0 : wähle 2ψ = 0 für tanα ≤ 1

2ψ = π für tanα > 1

2ψ =
{

2α für φ = 0
2π − 2α für φ = π/2 für sin 2α = 1 : 2χ =

{
2φ 0 ≤ 2φ ≤ π/2
π − 2φ π/2 ≤ 2φ ≤ 3π/2
2φ− 2π 3π/2 ≤ 2φ < 2π

Orthogonale Polarisationen
|2ψ2 − 2ψ1| = π 2χ2 = −2χ1

α1 + α2 = π/2 |φ2 − φ1| = π/2
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Abbildung B.1: Darstellung von Polarisationszuständen auf der Poincaré-Kugel.

B.2.2 Der statistische Operator. Der Polarisationsgrad
Im folgenden wird die a-Darstellung von Gl. B.9 verwendet. Der allgemeinste statistische Operator
zur Beschreibung von Polarisationszuständen

ϱ =
2∑

i,j=1
|ai ⟩

〈
ai
∣∣ϱ∣∣ aj〉 ⟨ aj | =

2∑
i,j=1

|ai ⟩ ϱij ⟨ aj | (B.27)

ist hermitesch, seine Matrix ϱij ist daher eine hermitesche Matrix, die durch vier reelle Para-
meter bestimmt ist. Die Matrix kann somit als Linearkombination von vier linear unabhängigen
hermiteschen Matrizen

σ0,ij=̂
(

1 0
0 1

)
σ1,ij=̂

(
1 0
0 −1

)
σ2,ij=̂

(
0 1
1 0

)
σ3,ij=̂

(
0 −j
j 0

)
(B.28)

mit reellen Koeffizienten s0, s1, s2, s3 geschrieben werden:

ϱij = 1
2

(
s0σ0,ij +

3∑
k=1

skσk,ij

)
=̂1

2

(
s0 + s1 s2 − js3
s2 + js3 s0 − s1

)
. (B.29)

Den hermiteschen Matrizen σk,ij entsprechen in sinngemäßer Anwendung von Gl. B.27 hermitesche
Operatoren

σ0 = |a1 ⟩ ⟨ a1 | + |a2 ⟩ ⟨ a2 | = I,
σ1 = |a1 ⟩ ⟨ a1 | − |a2 ⟩ ⟨ a2 | ,
σ2 = |a1 ⟩ ⟨ a2 | + |a2 ⟩ ⟨ a1 | ,
σ3 = −j|a1 ⟩ ⟨ a2 | + j|a2 ⟩ ⟨ a1 | .

(B.30)
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Sie haben folgende Eigenvektoren (EV) und Eigenwerte (EW) — die Überprüfung erfolgt durch
Einsetzen in die entsprechende Eigenwertgleichung:

σ1 : EV |a1 ⟩ = |0 ⟩ , EW + 1,

EV |a2 ⟩ = |π/2 ⟩ , EW − 1,

σ2 : EV 1√
2 (|a1 ⟩ + |a2 ⟩ ) = |π/4 ⟩ , EW + 1,

EV 1√
2 (|a1 ⟩ − |a2 ⟩ ) = |3π/4 ⟩ , EW − 1,

σ3 : EV 1√
2 (|a1 ⟩ + j|a2 ⟩ ) = | rz ⟩ , EW + 1,

EV 1√
2 (|a1 ⟩ − j|a2 ⟩ ) = | lz ⟩ , EW − 1.

(B.31)

Die Eigenzustände von σ1 sind unter den Winkeln 0, π/2 linear polarisiert, die von σ2 sind un-
ter den Winkeln π/4, 3π/4 linear polarisiert; die Eigenzustände von σ3 sind rechtszirkular bzw.
linkszirkular polarisierte Photonen.

Für die σ-Operatoren gelten folgende Beziehungen:

Sp(σiσj) = 2δij [σi, σj ] = 2jσk, i, j, k = 1, 2, 3 (und zyklisch) (B.32)

Für den statistischen Operator Gl. B.27 kann man unter Verwendung der σ-Operatoren schreiben

ϱ = 1
2

3∑
ℓ=0

sℓσℓ. (B.33)

Unter Verwendung von Gl. B.32 und Beachtung von Gl. B.28 berechnet man

Sp(ϱ) = s0

2
Sp(σ0) = s0, Sp(ϱ2) = 1

4
Sp

( 3∑
ℓ=0

sℓ
2σℓ

2

)
= 1

2

3∑
ℓ=0

sℓ
2. (B.34)

Da der statistische Operator die Bedingungen Gl. 2.120 zu erfüllen hat, folgt daraus allgemein für
die Parameter sℓ

s0 = 1, s2
1 + s2

2 + s2
3 ≤ 1. (B.35)

Das Gleichheitszeichen gilt für reine Zustände (weil für reine Zustände Sp(ϱ2) = 1 gilt), also für
vollständig polarisiertes Licht. Für 0 < s2

1 + s2
2 + s2

3 < 1 handelt es sich um teilweise polarisiertes
Licht (ein Gemisch), für s2

1 + s2
2 + s2

3 = 0 ist das Licht unpolarisiert: in der a-Darstellung drückt
sich das dadurch aus, daß die beiden orthogonalen Basiszustände mit gleicher Wahrscheinlichkeit
vertreten sind,

ϱunpol =
2∑
i=1
|ai ⟩

1
2
⟨ ai | . (B.36)

Es kann ein Polarisationsgrad

P =
√
s2

1 + s2
2 + s2

3 ≤ 1 (B.37)

definiert werden; P = 0 bedeutet unpolarisiertes, P = 1 vollständig polarisiertes Licht. Am En-
de des voranstehenden Abschnitts wurde auf die Möglichkeit verwiesen, die Zustände vollständig
polarisierter Photonen auf die Oberfläche einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel) abzubilden. In
Erweiterung dieser Darstellung läßt sich teilweise polarisiertes Licht auf das Innere der Einheitsku-
gel abbilden, wobei der Abstand des Punktes vom Kugelmittelpunkt durch den Polarisationsgrad
P der Photonen gegeben ist. Dem Kugelmittelpunkt entspricht somit unpolarisiertes Licht.
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Die Wahrscheinlichkeit, in einem (durch den statistischen Operator ϱ beschriebenen) System
einen bestimmten Zustand anzutreffen kann mit Gl. 2.119 berechnet werden. Für einige ausge-
wählte Polarisationszustände erhält man als Ergebnis:

Sp(ϱ|0 ⟩ ⟨ 0 | ) = 1
2 (1 + s1) = ϱ11,

Sp(ϱ|π/2 ⟩ ⟨π/2 | ) = 1
2 (1− s1) = ϱ22,

Sp(ϱ|π/4 ⟩ ⟨π/4 | ) = 1
2 (1 + s2) = 1

2 (ϱ11 + ϱ12 + ϱ21 + ϱ22),

Sp(ϱ|3π/4 ⟩ ⟨ 3π/4 | ) = 1
2 (1− s2) = 1

2 (ϱ11 − ϱ12 − ϱ21 + ϱ22),

Sp(ϱ| rz ⟩ ⟨ rz | ) = 1
2 (1 + s3) = 1

2 (ϱ11 + jϱ12 − jϱ21 + ϱ22),

Sp(ϱ| lz ⟩ ⟨ lz | ) = 1
2 (1− s3) = 1

2 (ϱ11 − jϱ12 + jϱ21 + ϱ22).

(B.38)

s1, s2, s3 sind ein Maß für die Anteile von Licht, welches unter den Winkeln 0, π/4 linear polarisiert
bzw. rechtszirkular polarisiert ist. Die in Gl. B.38 berechneten Ausdrücke sind somit die normier-
ten Intensitäten (normiert auf die Gesamtintensität 1 des Lichtes), welche man unter Vorschaltung
von Polarisationsfiltern für die linearen Polarisationen mit den Orientierungen 0, π/2, π/4, 3π/4
bzw. für die rechtszirkulare und die linkszirkulare Polarisation am Photodetektor messen würde.
Bezeichnet man diese Intensitäten als I(..), so lassen sich die Stokes-Parameter aus Intensitäts-
messungen ermitteln:

I(0) + I(π/2) = 1
I(0)− I(π/2) = s1

I(π/4)− I(3π/4) = s2
I(rz)− I(lz) = s3

(B.39)

Wie man sieht, ist auch I(π/4) + I(3π/4) = I(rz) + I(lz) = 1, die Intensität ist immer die Summe
der in orthogonalen Polarisationszuständen gemessenen Intensitäten.

Die Matrix Gl. B.29 des statistischen Operators (auch Dichtematrix genannt) läßt sich wie folgt
umformen:

ϱij=̂
1
2

[(
s0 −

√
s2

1 + s2
2 + s2

3 0
0 s0 −

√
s2

1 + s2
2 + s2

3

)
+
(
s1 +

√
s2

1 + s2
2 + s2

3 s2 − js3
s2 + js3 −s1 +

√
s2

1 + s2
2 + s2

3

)]
. (B.40)

Die erste Matrix in der eckigen Klammer beschreibt den unpolarisierten Anteil des Lichtes, ihre
Determinante Det(ϱij) ≥ 0. Wenn das Licht vollständig polarisiert ist, ist die Matrix wegen s0 = 1,
s2

1 + s2
2 + s2

3 = 1 die Nullmatrix, die Determinante hat den Wert Null. Die zweite Matrix in der
eckigen Klammer erfaßt den vollständig polarisierten Anteil des Lichtes, ihre Determinante hat
den Wert Null. Ist das Licht unpolarisiert, so gilt wegen Gl. B.38 s1 = s2 = s3 = 0, die zweite
Matrix ist die Nullmatrix, die erste Matrix ist wegen s0 = 1 die Einheitsmatrix.

Die Parameter s0, s1, s2, s3 werden auch in der klassischen Optik definiert, sie heißen Stokessche
Parameter zur Charakterisierung von Polarisationszuständen des Feldes. In der klassischen Optik
ist der Parameter s0 ein Maß für die (ohne Polarisationsfilter) gemessene Intensität des Lichtes
(hier in der Quantentheorie ist wegen der Normierung der Zustände immer s0 = 1, so, als würde
man normierte Intensitäten I ≤ 1 verwenden). Die Beziehungen Gl. B.35, Gl. B.37 sind daher für
den Fall der klassischen Optik wie folgt zu modifizieren:(

s1

s0

)2

+
(
s2

s0

)2

+
(
s3

s0

)2

≤ 1, P =

√(
s1

s0

)2

+
(
s2

s0

)2

+
(
s3

s0

)2

≤ 1. (B.41)

Ohne Beweis wird der Zusammenhang zwischen den Winkeln 2ψ, 2χ auf der Poincaré-Kugel und
den Stokes-Parametern zitiert:

tan(2ψ) = s2

s1
, 0 ≤ 2ψ < 2π, tan(2χ) = s3√

s2
1 + s2

2
, −π/2 ≤ 2χ ≤ π/2. (B.42)
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B.3 Wellen und Photonen
B.3.1 Wellen in klassischer Beschreibung
Als Vorstufe zur Quantisierung denkt man sich das elektromagnetische Feld im Vakuum in ei-
nem Volumen V (z. B. in einem Würfel) nach ebenen Wellen mit der Orts- und Zeitabhängigkeit
exp [−j(ωt− k⃗ · r⃗)] entwickelt. Jede ebene Welle ist in zwei orthogonalen Polarisationen vertreten.
Als Beispiel wird eine einzige Welle der Frequenz ω und der Fortpflanzungskonstante k (ω = kc) mit
gegebener linearer Polarisation herausgegriffen, welche in z-Richtung propagiert. Man beschreibt
sie durch eine komplexe Energieamplitude F (z, t) oder eine reelle Energieamplitude Fr(z, t)

F (z, t) =
√

2h̄ω a(t)ejkz,

a(t) = a0e
−jωt = |a0|e−j(ωt−φa),

Fr(z, t) = ℜ{F (z, t)} = 1
2F (z, t) + 1

2F
∗(z, t) =

√
2h̄ω |a0| cos (ωt− kz − φa).

(B.43)

F (z, t) ist so normiert, daß die Gesamtenergie der betrachteten Welle innerhalb des Normierungs-
volumens durch

H = 1
2
|F (z, t)|2 = h̄ω|a(t)|2 = 1

2
h̄ω(aa∗ + a∗a) (B.44)

gegeben ist. Damit hat |a(t)|2 eine physikalische Bedeutung: Es ist die Anzahl der Energiequan-
ten (Photonen), welche sich in der betrachteten Welle (in dem betrachteten Modus des Feldes)
innerhalb des Volumens V befinden. Man transformiert auf neue Variable Q, P wie folgt:(

a
a∗

)
= 1√

2h̄ω

(
1 j
1 −j

)(
ωQ
P

)
,

(
ωQ
P

)
=
√
h̄ω

2

(
1 1
−j j

)(
a
a∗

)
. (B.45)

Durch diese Substitution erhält man für die Gesamtenergie in der betrachteten Welle

H = 1
2
P 2 + 1

2
(ωQ)2, (B.46)

ein Ausdruck, der formal der Energie eines harmonischen Oszillators mit dem Impuls P und der
Koordinate Q gleicht. Man beachte ferner

ωQ ∼ ℜ(a) (Kophasalkomponente), P ∼ ℑ(a) (Quadraturkomponente). (B.47)

Die Gesamtenergie ist somit die Summe der Energien in der Kophasalkomponente und in der
Quadraturkomponente des komplexen Energiezeigers der Welle. Da bei der Quantisierung Impuls
P und Koordinate Q zu nicht kommutierenden Operatoren werden, lassen sie sich nicht gleichzeitig
scharf messen: Das führt zu einer quantenmechanisch bedingten Unsicherheit der Messung des
Zeigers einer Welle, dem Quantenrauschen.

Nach Gl. 3.68 erhält man für die klassische Bewegungsgleichung der Energieamplitude a

da

dt
= [a,H] = ∂a

∂Q

∂H

∂P
− ∂a

∂P

∂H

∂Q
= ωP − jω2Q√

2h̄ω
= −jωa (B.48)

mit der Lösung a(t) = a0 exp(−jωt), womit der Ansatz von Gl. B.43 nachträglich bestätigt ist.
Jeder Modus des elektromagnetischen Feldes kann somit durch die Variablen Q, P (oder al-

ternativ durch die Variablen a, a∗), einen Polarisationsvektor und eine Fortpflanzungskonstante
k = ω/c beschrieben werden.
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B.3.2 Quantisierung von Wellen
In der Quantentheorie werden aus den klassischen Größen Q, P hermitesche, nicht vertauschbare
Operatoren:

Q = Q†, P = P †, [Q,P ] = jh̄I, (B.49)

aus den klassischen Beziehungen Gl. B.45 werden Operatorengleichungen:(
a
a†

)
= 1√

2h̄ω

(
1 j
1 −j

)(
ωQ
P

)
,

(
ωQ
P

)
=
√
h̄ω

2

(
1 1
−j j

)(
a
a†

)
. (B.50)

Setzt man für Q, P im Kommutator Gl. B.49 ein, so erhält man

[a, a†] = I. (B.51)

Für den Energieoperator (Hamiltonoperator) folgt unter Verwendung des Kommutators Gl. B.51

H = 1
2
P 2 + 1

2
ω2Q2 = 1

2
h̄ω(aa† + a†a) = h̄ω

(
a†a+ 1

2
I

)
. (B.52)

Der klassischen Bewegungsgleichung Gl. B.48 korrespondiert die Operatorengleichung (siehe auch
Gl. 3.72)

da

dt
= 1
jh̄

[a,H] = −jωa, Lösung: a(t) = a0e
−jωt, [a0, a

†
0] = I. (B.53)

Die klassische reelle Energieamplitude Gl. B.43 wird zu einem hermiteschen Operator:

F r(z, t) =
√
h̄ω

2
[
a(t)ejkz + a†(t)e−jkz] =

√
h̄ω

2

[
a0e

−j(ωt−kz) + a†
0e
j(ωt−kz)

]
. (B.54)

B.3.3 Bosonen. Erzeuger- und Vernichteroperatoren
Zunächst sollen die Eigenwerte des Hamiltonoperators Gl. B.52 und die Bedeutung der Operatoren
a, a† untersucht werden. Man führt einen hermiteschen Operator n ein,

n = a†a, somit H = h̄ω

(
n+ 1

2
I

)
, (B.55)

und versucht, das Eigenwertproblem

n|n ⟩ = n|n ⟩ (B.56)

zu lösen. Unter Verwendung der Vertauschungsrelation Gl. B.51 folgt:

a†a|n ⟩ = n|n ⟩
(a a† − I)|n ⟩ = n|n ⟩

a a†|n ⟩ = (n+ 1)|n ⟩
a†a a†|n ⟩ = (n+ 1)a†|n ⟩
n{a†|n ⟩ } = (n+ 1){a†|n ⟩ }.

(B.57)

Der Operator a† erzeugt somit aus einem Zustand |n ⟩ mit dem Eigenwert n einen Eigenzu-
stand zum Eigenwert (n + 1), man bezeichnet a† als einen Erzeuger-Operator. Es muß noch die
Normierungskonstante c ermittelt werden:

a†|n ⟩ = c|n+ 1 ⟩〈
n
∣∣a a†

∣∣n〉 = |c|2 ⟨n+ 1 |n+ 1 ⟩〈
n
∣∣I + a†a

∣∣n〉 = ⟨n |n ⟩+ ⟨n |n|n⟩ = |c|2 ⟨n+ 1 |n+ 1 ⟩
1 + n = |c|2

(B.58)
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Es gilt daher für die Wirkung des Erzeugers:

a†|n ⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1 ⟩ (B.59)

Analog erschließt man die Wirkung des Operators a:

a†a|n ⟩ = n|n ⟩
a a†a|n ⟩ = na|n ⟩

(I + a†a)a|n ⟩ = na|n ⟩
n{a|n ⟩ } = (n− 1){a|n ⟩ },

(B.60)

der Operator a erzeugt somit aus einem Zustand |n ⟩ mit dem Eigenwert n einen Eigenzustand
zum Eigenwert (n− 1), man bezeichnet a als einen Vernichter-Operator. Analog zu Gl. B.58 wird
die Normierungskonstante ermittelt; das Ergebnis lautet:

a|n ⟩ =
√
n |n− 1 ⟩ . (B.61)

Wenn ein Zustand niedrigster Energie existieren soll (entsprechend einem Minimalwert für n), dann
müssen die Eigenwerte n ganzzahlig sein: Nur in diesem Fall gibt es einen Eigenwert n = 0 und
einen Zustand |0 ⟩ , für den gemäß Gl. B.61 gilt a|0 ⟩ = 0. Andererseits gibt es keinen Maximalwert
für n, weil sich nach Gl. B.59 immer Zustände zu höheren Werten von n erzeugen lassen. Das
Ergebnis lautet somit (der Operator n wird als Anzahloperator bezeichnet):

n|n ⟩ = n|n ⟩ , n = 0, 1, 2, . . . , (B.62)

die Zustände sind vollständig und orthogonal:
∞∑
n=0
|n ⟩ ⟨n | = I, ⟨n |n′ ⟩ = δnn′ . (B.63)

Die Lösung des Eigenwertproblems des Hamiltonoperators wird damit:

H|En ⟩ = En|En ⟩ , En = h̄ω(n+ 1
2 ), n = 0, 1, 2, . . . . (B.64)

Die Energie wird in ganzzahligen Vielfachen von h̄ω vergeben (diese Energieportionen nennt man
Photonen). Innerhalb eines Modus (in einer Welle des elektromagnetischen Feldes) kommt es nur
auf deren Anzahl n an, sie sind innerhalb eines Modus ununterscheidbar (sie lassen sich aber sehr
wohl von den Photonen in einer anderen Welle unterscheiden). Teilchen, von denen beliebig viele in
einen Zustand gehen können, und die innerhalb dieses Zustands ununterscheidbar sind, bezeichnet
man als Bosonen.

Man beachte, daß jede Welle eine minimale Energie besitzt: Für n = 0 (es ist kein einzi-
ges Photon vorhanden, welches etwa von einem Photodetektor registriert werden könnte!) ist die
Energie

E0 = 1
2
h̄ω. (B.65)

Man nennt sie Nullpunktsenergie, der Zustand ist der Vakuumzustand |0 ⟩ . Diese endliche Energie
erklärt sich dadurch, daß wegen der Unschärferelation zwischen Kophasalkomponente und Quadra-
turkomponente (oder zwischen elektrischer und magnetischer Feldstärke) nicht beide gleichzeitig
identisch null sein können, sondern um den Erwartungswert Null Schwankungen ausführen, die so-
genannten Nullpunktsfluktuationen. Diese Schwankungen können ein anderes System stören, etwa
Anlaß einer Photonenemission eines angeregten Atoms sein. Vor der Quantisierung des elektro-
magnetischen Feldes wurde für so eine Photonenemission eines Atoms im Vakuum der Ausdruck
„spontane Emission“ geprägt, weil kein Grund für die Emission ersichtlich war.
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B.3.4 Temperaturstrahlung. Bose-Einstein-Verteilung
Für q < 1 gelten folgende Beziehungen (die zweite erhält man aus der ersten durch Differenzieren
nach q):

1
1− q

=
∞∑
n=0

qn,
1

(1− q)2 =
∞∑
n=0

nqn−1 =

∞∑
n=0

nqn

q
. (B.66)

Der statistische Operator für ein System im thermischen Gleichgewicht ist durch Gl. 2.130 gegeben.
Setzt man den Hamiltonoperator Gl. B.55 ein, so folgt

ϱ =
exp

(
−n h̄ω

kT

)
Sp
[
exp

(
−n h̄ω

kT

)] = qn

Sp(qn)
, q = exp

(
− h̄ω
kT

)
. (B.67)

Damit berechnet man den Erwartungswert für die Anzahl von Photonen in einem Modus der
Temperaturstrahlung:

⟨n ⟩ = n̄ = Sp(ϱn) =
∞∑
n=0

〈
n
∣∣ϱn∣∣n〉 =

∞∑
n=0
⟨n |q nn|n⟩

∞∑
n=0
⟨n |q n|n⟩

=

∞∑
n=0

nqn

∞∑
n=0

qn
. (B.68)

Setzt man für die Summen aus Gl. B.66 ein, erhält man für die mittlere Anzahl von Photonen in
einem Oszillator (einer Welle, einem Modus des Feldes) im thermischen Gleichgewicht

n̄ = q

1− q
= 1

exp
(
h̄ω

kT

)
− 1

. (B.69)

Im optischen Frequenzbereich ist diese Anzahl auch bei sehr hohen Temperaturen klein gegen
Eins, das Licht verhält sich nichtklassisch. Im Radiofrequenzbereich gilt bei Zimmertemperatur
n̄≫ 1, wir haben thermisches Rauschen mit klassischen Eigenschaften (Gaußsches Rauschen).

Analog berechnet man

δn2 = n2 − n2 = n+ n2. (B.70)

Bei klassischem Rauschen ist n≫ 1, die relativen Leistungsschwankungen δn2/n2 ≈ 1. Der Grund
für die hohen Fluktuationen in einem Modus ist die Interferenz der Elementarfelder der Bosonen,
die sich zufällig in Phase addieren, aber auch durch destruktive Interferenz auslöschen können. Im
Quantenbereich ist wegen n≪ 1 auch die relative Intensitätsfluktuation groß, δn2/n2 ≈ 1/n≫ 1.

Die Wahrscheinlichkeit, genau n Photonen in einem Modus der Temperaturstrahlung anzutref-
fen, ist nach Gl. 2.119 und Gl. B.67

w(n) = Sp(ϱ |n ⟩ ⟨n | ) =
〈
n
∣∣ϱ∣∣n〉 = qn

∞∑
n=0

qn
= qn(1− q). (B.71)

Aus Gl. B.69 ist aber

q = n

1 + n
. (B.72)

Aus Gl. B.71, Gl. B.72 folgt schließlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Bosonen im thermi-
schen Gleichgewicht (Bose-Einstein-Verteilung)

w(n) = 1
1 + n

· 1(
1 + 1

n

)n . (B.73)
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B.3.5 Kohärente Zustände. Poisson-Verteilung
Den klassischen Größen a, a∗ von Gl. B.44 entsprechen in der Quantentheorie die nicht-hermite-
schen Operatoren a, a†, die somit keine Observablen darstellen. Die Eigenkets von a haben (wie
im folgenden gezeigt wird) eine enge Beziehung zu klassischen Wellen. Das Eigenwertproblem

a|α ⟩ = α|α ⟩ , α = |α|ejφα (B.74)

hat komplexe Eigenwerte, die Eigenkets werden als α-Zustände oder kohärente Zustände bezeich-
net. Man kann sie nach der Basis Gl. B.63 entwickeln:

|α ⟩ =
∞∑
n=0

cn|n ⟩ . (B.75)

Setzt man in die Eigenwertgleichung Gl. B.74 ein und beachtet Gl. B.61, erhält man
∞∑
n=0

cn
√
n|n− 1 ⟩ =

∞∑
n=0

αcn|n ⟩ =
∞∑
n=0

cn+1
√
n+ 1|n ⟩ . (B.76)

Durch Vergleich der Koeffizienten, Rekursion auf einen ersten Koeffizienten c0 und Einsetzen in
die Entwicklung Gl. B.75 folgt

cn+1 = αcn√
n+ 1

, cn = αnc0√
n!
, |α ⟩ =

∞∑
n=0

αnc0√
n!
|n ⟩ . (B.77)

c0 wird aus der Forderung ermittelt, daß der Zustand normiert sein soll:

⟨α |α ⟩ = 1 = |c0|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
= |c0|2 exp (|α|2). (B.78)

Mit einer willkürlichen Phase φα von α lautet der kohärente Zustand

|α ⟩ =
∞∑
n=0

√
|α|2ne−|α|2

n!
e jnφα |n ⟩ . (B.79)

Mit Gl. B.74 erhält man den Erwartungswert der Photonenanzahl in einem α-Zustand:

⟨n ⟩ = n = ⟨α |n|α⟩ =
〈
α
∣∣a†a

∣∣α〉 = |α|2. (B.80)

Damit kann der kohärente Zustand folgendermaßen geschrieben werden:

|α ⟩ =
∞∑
n=0

√
nne−n

n!
e jnφα |n ⟩ . (B.81)

Die Wahrscheinlichkeit, n Photonen in einem kohärenten Zustand anzutreffen, ist das Quadrat des
Absolutbetrags der Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit welcher der Ket |n ⟩ in der Entwicklung
vertreten ist,

w(n) = nne−n

n!
(Poisson-Verteilung). (B.82)

Für die Poisson-Verteilung berechnet man ein mittleres Schwankungsquadrat von

δn2 = n2 − n2 = n. (B.83)

Der Vergleich mit der Bose-Einstein-Verteilung Gl. B.70 zeigt: Für hohe mittlere Photonenanzahl
n ≫ 1 sind die relativen Intensitätsfluktuationen beim kohärenten Zustand sehr klein, δn2/n2 =
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1/n≪ 1, der kohärente Zustand ist im Vergleich zum thermischen Licht für n≫ 1 ein sehr stabiles
Signal. Für n≪ 1 sind kohärenter Zustand und thermisches Licht praktisch nicht zu unterscheiden,
für beide sind die relativen Intensitätsschwankungen groß (n ≪ 1 ist der Quantenbereich; man
beachte, daß sich die Aussage auf eine einzige Welle bezieht!).

Für den Erwartungswert des Operators der Energieamplitude Gl. B.54 mit einem kohärenten
Zustand erhält man unter Verwendung der auch für a0 gültigen Eigenwertgleichung Gl. B.74:

⟨F r(z, t) ⟩ = ⟨α |F r(z, t)|α⟩ =
√
h̄ω

2

[
⟨α |a0|α⟩ e−j(ωt−kz) +

〈
α
∣∣∣a†

0

∣∣∣α〉 ej(ωt−kz)
]

=
√
h̄ω

2
[
|α|e−j(ωt−kz−φα) + |α|ej(ωt−kz−φα)]

=
√

2h̄ω |α| cos (ωt− kz − φα).

(B.84)

Der Vergleich mit Gl. B.43 zeigt, daß der Erwartungswert des Feldoperators mit einem kohärenten
Zustand eine ideale Sinuswelle gegebener Amplitude und Phase ist. Amplitude und Phase (oder
Kophasalkomponente und Quadraturkomponente) können aber nicht gleichzeitig scharf gemessen
werden. Die quantentheoretische Beschreibung einer klassischen Sinuswelle ist der kohärente Zu-
stand. Bei einer Messung des Zustandes sind Photonenanzahl, Phase und Amplitude nicht scharf
definiert (der Endpunkt des komplexen Zeigers ist nicht exakt definiert, sondern von einem Un-
schärfekreis umgeben). Beim Empfang mit einem Photodetektor setzt sich die Poisson-Verteilung
der Photonen in eine Poisson-Verteilung der Photoelektronen um, der Photostrom zeigt Schrotrau-
schen (Quantenrauschen). Es läßt sich zeigen, daß sich das Licht von einem idealen, einmodigen
Laser in einem α-Zustand befindet.

B.3.6 Quantenrauschen beim Empfang von Wellen
Beim Empfang von Licht mit einem phasenempfindlichen Empfänger (Heterodyn-Empfänger) oder
bei der Verstärkung von Licht mit einem phasenempfindlichen Verstärker kommt es zu Quanten-
rauschen, weil Kophasalkomponente und Quadraturkomponente des Feldes einer Unschärferelation
genügen. Aus Gl. B.50, Gl. B.51 berechnet man für den Kommutator:

[ωQ,P ] = h̄ω

2
[a+ a†,−ja+ ja†] = jh̄ω

2
[a+ a†,−a+ a†]

= jh̄ω

2
[a, a†]− jh̄ω

2
[a†, a] = jh̄ωI.

(B.85)

Aus Gl. 2.103 folgt die Unschärferelation

∆(ωQ) ·∆P ≥ 1
2
|⟨ jh̄ωI ⟩| = 1

2
h̄ω. (B.86)

Für gleichzeitige Messungen nicht kommutierender Observabler gilt aber nach Gl. 1.32 das dop-
pelte Unschärfeprodukt (bei Empfang oder Verstärkung mit einem phasenempfindlichen System
werden notwendigerweise gleichzeitige Messungen von Kophasal- und Quadraturkomponente vor-
genommen):

∆(ωQ) ·∆P ≥ h̄ω für gleichzeitige Messungen (B.87)

Die minimale Unsicherheit beim Empfang oder der Verstärkung mit einem phasenempfindlichen
System beträgt somit für jeden Modus des Feldes h̄ω, das ist eine äquivalente Rauschenergie,
die einem Photon pro Modus entspricht. Empfängt man ein Signal mit einer Bandbreite B, so
muß nach dem Abtasttheorem der Zustand von B Moden pro Sekunde gemessen werden, was zu
einer minimalen, quantentheoretisch bedingten Rauschleistung von h̄ωB führt (jeder empfangene
Modus liefert pro Sekunde die äquivalente Rauschenergie eines Photons). Im klassischen Bereich
lassen sich pro Modus zwei nahezu unabhängige Messungen durchführen (Amplitude und Phase,
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oder Kophasal- und Quadraturkomponente), da im Radiofrequenzbereich die Quantenenergie h̄ω
so klein ist (außerdem andere Rauschursachen — wie das thermische Rauschen — dominieren),
daß die Nichtkommutativität von Q, P nicht bemerkbar wird. Im optischen Bereich dagegen ist
wegen der vernachlässigbaren Anzahl thermischer Photonen (siehe Gl. B.69) das Quantenrauschen
dominierend:

P = h̄ωB (minimale Rauschleistung in der Bandbreite B) (B.88)

Die Unterschiede des Empfangs von Temperaturstrahlung und Laserstrahlung sollen nochmals
zusammenfassend deutlich gemacht werden:

Temperaturstrahlung ist in klassischer Beschreibung ein Gaußprozeß (gaußsches Rauschen),
der in seinen statistischen Eigenschaften vollständig durch das Frequenzspektrum oder dessen
Fouriertransformierte (die Autokorrelationsfunktion) gegeben ist. Die Bandbreite sei ∆f , die Be-
obachtungszeit für einen Modus des Feldes im Sinn von Gl. B.69 ist die Kohärenzzeit τk = 1/∆f .
Die Temperaturstrahlung sei mit einem Signal der Nachrichtenbandbreite B moduliert. Um die
Nachricht zu detektieren, muß man somit Beobachtungszeiten T = 1/B wählen, und in die-
ser Zeit empfängt man somit M = ∆f/B unabhängige Moden der Temperaturstrahlung. Der
Strom i am Photodetektor ist proportional zur empfangenen Photonenanzahl n, das Signal-
Rauschleistungsverhältnis ist daher SRV = n̄2/δn2.

Wir betrachten zunächst den Quantenbereich hf/kT ≫ 1, wegen Gl. B.69 n̄ ≪ 1, und somit
wegen Gl. B.70 δn2 ≈ n̄.

Wählt man nun die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperaturstrah-
lung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so groß wie die
für den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher

SRV = n̄2

δn2
≈ n̄≪ 1 (B.89)

Es ist in diesem Fall nicht möglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht un-
terscheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.

Wählt man dagegen die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite ∆f
der Temperaturstrahlung, so empfängt man in einer Beobachtungszeit T für die Modulation sehr
viele unabhängige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu N̄ = Mn̄
addieren; da die Moden unabhängig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungsquadrate
zu Mδn2. In diesem Fall gilt somit

SRV = (Mn̄)2

Mδn2
≈Mn̄ = N̄ (B.90)

Die Modulation läßt sich gut empfangen, sofern die in einer Beobachtungszeit T empfangene Pho-
tonenanzahl N sehr groß ist (das ist der Fall für B ≪ ∆f). Merksatz: Auch mit einer Taschenlampe
kann man gut morsen, weil man beim Empfang des langsam veränderlichen Signals die schnellen
Fluktuationen der Temperaturstrahlung ausmittelt.

Wir betrachten nun den klassischen Bereich hf/kT ≪ 1, wegen Gl. B.69 n̄ ≫ 1, und somit
wegen Gl. B.70 δn2 ≈ n̄2.

Wählt man wieder die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperatur-
strahlung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so groß wie
die für den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher

SRV = n̄2

δn2
≈ 1 (B.91)

Es ist daher wieder nicht möglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht unter-
scheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.
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Wählt man aber die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite ∆f
der Temperaturstrahlung, so empfängt man in einer Beobachtungszeit T für die Modulation wie-
der sehr viele unabhängige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu
N̄ = Mn̄ addieren; da die Moden unabhängig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungs-
quadrate zu Mδn2 = Mn̄2. In diesem Fall gilt daher

SRV = (Mn̄)2

Mδn2
≈M (B.92)

Die Modulation läßt sich gut empfangen, sofern M = ∆f/B ≫ 1.
Für Laserstrahlung (einen Oszillator, der einen kohärenten Zustand emittiert) gelten obige

Beziehungen nicht. Das Lasersignal besitzt eine stabile Amplitude, die Linienbreite ∆f der Strah-
lung wird durch Phasenschwankungen dominiert, der Zufallsprozeß ist nicht (wie jener der Tem-
peraturstrahlung) durch die Angabe des Leistungsspektrums (oder der Autokorrelationsfunktion)
vollständig bestimmt, siehe [21], Abb.6.5, S. 307 und Abschn. C.3. Für den idealen Laser gilt für
beliebige Beobachtungszeiten die Poisson-Verteilung Gl. B.82 mit dem mittleren Schwankungsqua-
drat δn2 = n̄ nach Gl. B.83. Es folgt somit für das Signal-Rauschleistungsverhältnis

SRV = n̄2

δn2
= n̄ (B.93)

Wird für eine hohe Modulationsbandbreite B die Beobachtungszeit sehr klein (und dementspre-
chend möglicherweise n̄ ≪ 1), so kann dennoch ein großes SRV dadurch erzielt werden, daß man
die Signalleistung des Sendelasers vergrößert, um sicherzustellen, daß die in einer Beobachtungszeit
am Detektor registrierte Photonenanzahl n̄ groß ist.

B.4 Fermionen
Als Fermionen bezeichnet man Teilchen (es handelt sich um solche mit halbzahligem Spin), von
denen maximal ein einziges Teilchen in ein- und demselben Zustand vorhanden sein kann (sie sind
im Gegensatz zu den „geselligen“ Bosonen extrem „ungesellig“). Es wird gezeigt, daß sich dieses
Verhalten durch folgende Vertauschungsrelationen für Vernichter und Erzeuger von Fermionen
reproduzieren läßt (zur Definition des Antikommutators siehe Gl. 2.104):

[b, b†]+ = I, [b, b]+ = [b†, b†]+ = 0. (B.94)

Der Operator b†b ist hermitesch, es soll untersucht werden, ob er analog zu Gl. B.55 die Bedeutung
eines Anzahloperators besitzt. Es ist das Eigenwertproblem

b†b|n ⟩ = n|n ⟩ (B.95)

zu lösen. Aus den Antikommutatoren von Gl. B.94 folgt:

b b† + b†b = I

b†b b†b+ b†b†b b = b†b

b†b b†b− b†b = 0
b†b(b†b− I) = 0
n(n− 1) = 0

(B.96)

Die letzte Zeile folgt aus Gl. 2.105, Gl. 2.106. Der Anzahloperator besitzt nur die Eigenwerte n =
0, 1 (entsprechend den Zuständen |0 ⟩ , |1 ⟩ ), wie für Fermionen gefordert. Jetzt wird die Wirkung
von Erzeugern und Vernichtern überprüft:

b†b|1 ⟩ = |1 ⟩
b b†b|1 ⟩ = b|1 ⟩
(I − b†b)b|1 ⟩ = b|1 ⟩
b†b{b|1 ⟩ } = 0 · {b|1 ⟩ }

(B.97)
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Daraus folgt ferner (die Normierungskonstante hat den Wert 1)

b|1 ⟩ = |0 ⟩ , b b|1 ⟩ = b|0 ⟩ = 0. (B.98)

Vernichtet man im Zustand |1 ⟩ ein Fermion, erhält man den Zustand |0 ⟩ . Im Zustand |0 ⟩ läßt
sich kein weiteres Fermion vernichten. Analog erhält man aus

b†b|0 ⟩ = 0
(I − b b†)|0 ⟩ = 0
b b†|0 ⟩ = |0 ⟩
b†b{b†|0 ⟩ } = 1 · {b†|0 ⟩ }

(B.99)

die Ergebnisse

b†|0 ⟩ = |1 ⟩ , b†b†|0 ⟩ = b†|1 ⟩ = 0. (B.100)

Im Zustand |0 ⟩ läßt sich ein Fermion erzeugen, aber kein weiteres.
Zur Berechnung der Statistik im thermischen Gleichgewicht darf jetzt nicht der statistische

Operator von Gl. 2.130 verwendet werden. Der Operator von Gl. 2.130 gilt für ein kanonisches
Ensemble, er maximiert den Erwartungswert des Entropie-Operators (−k ln ϱ) (der Ausdruck
Sp[ϱ(−k ln ϱ)] wird maximiert) unter der Nebenbedingung, daß der Erwartungswert der Energie
⟨H ⟩ gegeben ist.

Hier muß der statistische Operator eines großkanonischen Ensembles verwendet werden, wel-
cher den Erwartungswert des Entropie-Operators unter den Nebenbedingungen maximiert, daß
sowohl der Erwartungswert der Energie ⟨H ⟩, als auch der Erwartungswert der Teilchenanzahl
⟨ b†b ⟩ = ⟨N ⟩ gegeben ist (N = b†b ist der Anzahloperator).

Der statistische Operator für das großkanonische Ensemble lautet:

ϱ =
exp

(
ζN −H
kT

)
Sp
[
exp

(
ζN −H
kT

)] (B.101)

Die Konstante ζ hat die Bedeutung des chemischen Potentials pro Teilchen. Interessiert man sich
für einen Fermionenzustand der Energie E, so ist der Energieoperator des Systems

H = EN = Eb†b. (B.102)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Fermion im Zustand anzutreffen, ist

w(1) = Sp(ϱ|1 ⟩ ⟨ 1 | ) =
〈
1
∣∣ϱ∣∣ 1〉

=

〈
1
∣∣∣∣exp

[
(ζ − E)N

kT

]∣∣∣∣ 1〉
1∑

n=0

〈
n

∣∣∣∣exp
[

(ζ − E)N
kT

]∣∣∣∣n〉
=

exp
[

(ζ − E)
kT

]
1 + exp

[
(ζ − E)
kT

] = 1

exp
[

(E − ζ)
kT

]
+ 1

. (B.103)

Gl. B.103 ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Wie man sieht, hat die Konstante ζ die Bedeutung der
Fermi-Energie EF . Man erhält somit die Fermiverteilung

w(1) = 1

exp
(
E − EF
kT

)
+ 1

, w(0) + w(1) = 1. (B.104)
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B.5 Der Oszillator bei großen Quantenzahlen
Ein klassischer harmonischer Oszillator (Massenpunkt der Masse m) schwingt um die Ruhelage
x = 0:

x = A cosωt, p = m
dx

dt
= −mωA sinωt. (B.105)

Die Energie des Oszillators ist

H = p2

2m
+ 1

2
mω2x2 = 1

2
mω2A2(sin2 ωt+ cos2 ωt) = 1

2
mω2A2. (B.106)

Diese Energie wird für große Quantenzahlen n mit der in Gl. B.64 berechneten Energie des quan-
tenmechanischen Oszillators verglichen:

En ≈ h̄ωn = 1
2
mω2A2, −→ n = 1

2
v2A2 mit v =

√
mω

h̄
. (B.107)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x), mit welcher der klassische Oszillator in einem Intervall x, x+
dx auf der x-Achse lokalisiert werden kann, ist proportional zur Zeit dt, die er in diesem Intervall
verbringt. Aus

t = 1
ω

arccos x
A
, dt = − dx

ω
√
A2 − x2

(B.108)

folgt für die Wahrscheinlichkeitsdichte (mit einer Normierungskonstanten c)

w(x) = c√
A2 − x2

. (B.109)

Wegen
+A∫

−A

w(x)dx = 1 = c arcsin x

A

∣∣∣+A
−A

= cπ (B.110)

erhält man das Ergebnis

w(x) = 1
π
√
A2 − x2

. (B.111)

Die Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude ψn(x) für die Lokalisierung eines Oszillators mit der Ener-
gie En ist die normierte Lösung der Schrödingergleichung Gl. 3.56. Sie lautet (v ist der in Gl. B.107
definierte Parameter)

ψn(x) =
√

v

2nn!
√
π
Hn(vx) exp

(
−v

2x2

2

)
, Hn Hermite-Polynom. (B.112)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist das Absolutbetragsquadrat der WDA

wn(x) = |ψn(x)|2 = v

2nn!
√
π
H2
n(vx) exp (−v2x2). (B.113)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte sollte für große Quantenzahlen n gegen die Wahrscheinlichkeits-
dichte von Gl. B.111 konvergieren.

Zur Überprüfung benötigt man die nachstehend angeführten, für n≫ 1 gültigen Beziehungen:

n! ≈
√

2nπ
(n
e

)n
,

Hn(vx) =

√√√√2n+1
(n
e

)n
cosα

exp (nα2) cos
[(

2n+ 1
2

)
α− nπ

2

]
,

α = arcsin
(
vx√
2n

)
.

(B.114)
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Diese Beziehungen werden in Gl. B.113 eingesetzt. Ferner wird cosα durch
√

1− sin2 α ersetzt.
Wegen sin arcsinα = α erhält man nach Kürzen von Ausdrücken in Zähler und Nenner und
teilweises Ersetzen von n durch A (nach Gl. B.107 gilt 2n = v2A2) das Zwischenergebnis

wn(x) = 2
π
√
A2 − x2

exp (2nα2 − v2x2) cos2
[(

2n+ 1
2

)
α− nπ

2

]
. (B.115)

Für große Werte von n gilt

2nα2 = 2n arcsin2
(
vx√
2n

)
≈ 2n v

2x2

2n
= v2x2, (B.116)

und somit exp (2nα2 − v2x2) ≈ 1. Die cos2-Funktion ist für große Werte von n eine extrem rasch
oszillierende Funktion (jeder Massen-„Punkt“ mit einer noch so kleinen, aber endlichen Ausdeh-
nung würde sehr viele der Oszillationen der Funktion überdecken), sie kann durch ihren Mittelwert
1/2 ersetzt werden: Unter diesen Voraussetzungen liefern Gl. B.111 und Gl. B.115 identische Er-
gebnisse.

Abb. B.2 zeigt den Verlauf der klassisch und der quantenmechanisch berechneten Wahrschein-
lichkeitsdichten. Man beachte, daß der klassische Massenpunkt sich nur innerhalb des Intervalls
−A ≤ x ≤ +A aufhalten kann, wogegen für den quantenmechanischen Oszillator auch außerhalb
dieser Grenzen eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit besteht (sie nimmt mit zunehmender
Entfernung von den klassischen Grenzen rasch ab). Die quantenmechanische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist innerhalb der klassischen Grenzen eine (für zunehmende Werte von n immer
rascher) oszillierende Funktion.

Abbildung B.2: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten (hier mit P (x) bezeichnet) der Lokali-
sierung eines klassischen und eines quantenmechanischen Oszillators.
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B.6 Teilchen am halbdurchlässigen Spiegel
An einem verlustlosen, halbdurchlässigen Spiegel gelten zwischen Eingangssignal und Ausgangssi-
gnal die Beziehungen (π/2 Phasenverschiebung bei Transmission)(

|3 ⟩
|4 ⟩

)
= 1√

2

(
j 1
1 j

)(
|1 ⟩
|2 ⟩

)
,

(
|1 ⟩
|2 ⟩

)
= 1√

2

(
−j 1
1 −j

)(
|3 ⟩
|4 ⟩

)
. (B.117)

Die Matrix ist unitär, deshalb gilt ⟨ 1 |1 ⟩+ ⟨ 2 |2 ⟩ = ⟨ 3 |3 ⟩+ ⟨ 4 |4 ⟩.
Sind |1 ⟩ , |2 ⟩ die Eingangssignale am zweiten Strahlteiler eines Interferometers (|1 ⟩ ist die

am ersten Strahlteiler reflektierte, |2 ⟩ die transmittierte und zusätzlich um φ phasenverschobene
Welle) so ist

|2 ⟩ = jejφ|1 ⟩ , ⟨ 1 |1 ⟩ = ⟨ 2 |2 ⟩ , (B.118)

und man erhält man durch Einsetzen in Gl. B.117 die Ausgangssignale

|3 ⟩ = 1√
2 (j + jejφ)|1 ⟩

|4 ⟩ = 1√
2 (1− ejφ)|1 ⟩

⟨ 3 |3 ⟩ = (1 + cosφ) ⟨ 1 |1 ⟩

⟨ 4 |4 ⟩ = (1− cosφ) ⟨ 1 |1 ⟩
(B.119)

Für φ = 0 ist ⟨ 4 |4 ⟩ = 0 und ⟨ 3 |3 ⟩ = ⟨ 1 |1 ⟩+ ⟨ 2 |2 ⟩ = 2 ⟨ 1 |1 ⟩.

Abbildung B.3: Verlustloser, halbdurchlässiger Spiegel.

Es sollen nun unterscheidbare (klassische) Teilchen betrachtet werden. Teilchen 1 im Eingang
1 ist durch den Zustand |1 ⟩1 beschrieben, Teilchen 2 im Eingang 2 durch |2 ⟩2. Der vollständige
Eingangszustand kann durch einen Produktket |a ⟩ = |1 ⟩1|2 ⟩2 = |1, 2 ⟩ beschrieben werden (in
Kets oder Bras beziehe sich immer das erste Argument auf Teilchen 1, das zweite auf Teilchen 2).
Setzt man für |1 ⟩1, |2 ⟩2 aus Gl. B.117 ein, so erhält man für den resultierenden Endzustand

|e ⟩ = 1
2

(−j |3, 3 ⟩ − |3, 4 ⟩ + |4, 3 ⟩ − j |4, 4 ⟩ ) (B.120)

Es sind 4 Fälle mit je einer Wahrscheinlichkeit von 25% möglich: Beide Teilchen werden reflektiert
(Zustand |4, 3 ⟩ ); beide werden transmittiert (Zustand |3, 4 ⟩ ); Teilchen 1 wird reflektiert, Teilchen
2 wird transmittiert ((Zustand |4, 4 ⟩ ); Teilchen 1 wird transmittiert, Teilchen 2 wird reflektiert
((Zustand |3, 3 ⟩ ).

Bei nicht unterscheidbaren Teilchen ist nicht klar, ob Teilchen 1 in Eingang 1, Teilchen 2 in
Eingang 2 landet, oder aber Teilchen 1 in Eingang 2, Teilchen 2 in Eingang 1. Es können daher
zwei Zustände unterschieden werden, die sich symmetrisch oder antisymmetrisch im Bezug auf die
Vertauschung der beiden Teilchen verhalten:

|a ⟩+ = 1√
2 (|1, 2 ⟩ + |2, 1 ⟩ )

|a ⟩− = 1√
2 (|1, 2 ⟩ − |2, 1 ⟩ )

(B.121)
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Man beachte, daß sich die Kets auf die Ortszustände beziehen; berechnet man durch Einsetzen
aus Gl. B.117 die entsprechenden Endzustände, so folgt

|e ⟩+ = 1√
2 (−j |3, 3 ⟩ − j |4, 4 ⟩ )

|e ⟩− = 1√
2 (−|3, 4 ⟩ + |4, 3 ⟩ )

(B.122)

Bosonen existieren immer in insgesamt symmetrischen Zuständen (z.B. Photonen im Ortszustand
|a ⟩+, deren Zustand auch im Bezug auf den Spin = die Polarisation symmetrisch ist), sie landen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit im selben Ausgang (3 oder 4). Ist der Anfangszustand antisym-
metrisch, so landen die Teilchen immer in verschiedenen Ausgängen. Das trifft auch für Photonen
zu, deren Spinanteil (= Polarisationszustand) antisymmetrisch ist (antisymmetrischer Ortsanteil
und antisymmetrischer Spinanteil geben insgesamt einen bezüglich Teilchenvertauschung symme-
trischen Gesamtzustand).

B.7 Unmöglichkeit des Klonens von Zuständen
Soll ein Zustand |φ ⟩1 in einem Universum 1 in einem Universum 2 in einem Ket |φ ⟩2 reproduziert
werden, so müßte ein unitärer Operator U existieren, der folgende Eigenschaft besitzt:

U|φ ⟩1|0 ⟩2 = U|φ, 0 ⟩ = |φ ⟩1|φ ⟩2 = |φ,φ ⟩ (B.123)

Für einen aus Eigenzuständen |1 ⟩ , |2 ⟩ eines Operators superponierten Ket |φ ⟩ = a|1 ⟩ + b|2 ⟩
müßten daher folgende Beziehungen erfüllt sein:

U|φ, 0 ⟩ = |φ,φ ⟩
= (a|1 ⟩ + b|2 ⟩ )(a|1 ⟩ + b|2 ⟩ )
= a2|1, 1 ⟩ + ab|1, 2 ⟩ + ba|2, 1 ⟩ + b2|2, 2 ⟩ ,

U|φ, 0 ⟩ = U(a|1 ⟩ + b|2 ⟩ )|0 ⟩
= a|1, 1 ⟩ + b|2, 2 ⟩ .

(B.124)

Diese Beziehungen sind nur für ab = 0 verträglich. Der Zustand |φ ⟩ muß daher entweder der
bekannte Zustand |1 ⟩ oder der bekannte Zustand |2 ⟩ sein. Ein vollständig bekannter Zustand
|1 ⟩ oder |2 ⟩ kann aber immer durch Präparation erzeugt werden.

B.8 Bell-Zustände. Bell-Zustands-Messungen
Zwei Photonen mit orthogonalen Polarisationszuständen |h ⟩ , |v ⟩ (horizontal, vertikal linear
polarisiert) fallen aus Richtungen 1, 2 auf einen halbdurchlässigen Spiegel. Eine mögliche Basis
bilden die Zustände

|h ⟩1|h ⟩2 = |h, h ⟩ , |v ⟩1|v ⟩2 = |v, v ⟩ , |h ⟩1|v ⟩2 = |h, v ⟩ , |v ⟩1|h ⟩2 = |v, h ⟩ . (B.125)

Eine andere mögliche Basis bilden die verschränkten Zustände (Bell-Zustände)

|Φ ⟩+12 = 1√
2 (|h, h ⟩ + |v, v ⟩ ) Spinanteil symmetrisch

|Φ ⟩−12 = 1√
2 (|h, h ⟩ − |v, v ⟩ ) Spinanteil symmetrisch

|Ψ ⟩+12 = 1√
2 (|h, v ⟩ + |v, h ⟩ ) Spinanteil symmetrisch

|Ψ ⟩−12 = 1√
2 (|h, v ⟩ − |v, h ⟩ ) Spinanteil antisymmetrisch

(B.126)

Man beachte, daß sich jeder der Zustände Gl. B.126 in jeden der anderen Zustände durch Mani-
pulation eines einzigen Photons umwandeln läßt (z. B. |Ψ ⟩+12 in |Ψ ⟩−12 dadurch, daß die Phase
eines der Photonen um π verschoben wird). Zustände |Ψ ⟩−12 lassen sich etwa durch parametrische
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Abwärtsmischung in optisch nichtlinearen Kristallen erzeugen (ein Photon der Energie hf zerfällt
spontan in zwei Photonen der Energie hf/2, welche mit verschränkten orthogonalen Polarisationen
in verschiedene, genau definierte Richtungen emittiert werden).

Welcher Bell-Zustand vorliegt, kann durch eine Bell-Zustands-Messung (BSM = Bell state
measurement) ermittelt werden.

Abbildung B.4: Teleportation, Bell-Zustands-Messung. PW1, PW2 Polarisationsweichen, EPR-
Quelle (Einstein-Podolsky-Rosen-Quelle) erzeugt verschränkte Photonen.

Für die BSM wird zunächst angenommen, daß die verschränkten Photonen aus den Richtungen
1, 2 auf den halbdurchlässigen Spiegel fallen, siehe Abb. B.4. Es ergeben sich folgende Verhältnisse:

• |Φ ⟩+12, |Φ ⟩−12: Da die Spinanteile der Zustände symmetrisch sind, müssen auch die Orts-
anteile symmetrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zuständen).
Beide Photonen gehen entweder in Arm 3 oder in Arm 4, und da sie gleiche Polarisation
aufweisen, an der Polarisationsweiche wieder in den selben Ausgang; es landen somit beide
Photonen in einem Detektor bei h1 (oder v1, oder h2, oder v2).

• |Ψ ⟩+12: Da der Spinanteil des Zustands symmetrisch ist, muß auch der Ortsanteil symmetrisch
sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zuständen). Beide Photonen gehen
wieder entweder in Arm 3 oder in Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach der Polarisationsweiche in verschiedene Ausgänge. Es landet ein Photon bei h1, eines
bei v1 (oder eines bei h2, eines bei v2).

• |Ψ ⟩−12: Da der Spinanteil des Zustands antisymmetrisch ist, muß auch der Ortsanteil antisym-
metrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zuständen). Ein Photon
geht in den Arm 3, eines in den Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach den Polarisationsweichen in verschiedene Ausgänge. Es landet ein Photon bei h1, eines
bei v2 (oder eines bei h2, eines bei v1).
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B.9 Teleportation eines Quantenzustands
Abb. B.4 zeigt die Versuchsanordnung: Der unbekannte Zustand eines Photons 1 (im Labor bei
Alice)

|φ ⟩1 = α|h ⟩1 + β|v ⟩1 (B.127)

soll an einem Photon 4 an einem anderen Ort (im Labor von Bob) reproduziert werden. Wie in
Abschn. B.7 erläutert wurde, ist ein Klonen des Zustands unmöglich. Es ist aber (wie nachstehend
gezeigt wird) möglich, das Photon 1 zu vernichten, und ein Photon 4 mit identischen Eigenschaften
zu Bob zu senden.

Zunächst erzeugt eine EPR-Quelle zwei verschränkte Photonen 2, 4 im Zustand

|Ψ ⟩−24 = 1√
2

(|h ⟩2|v ⟩4 − |v ⟩2|h ⟩4) (B.128)

Photon 2 läuft zu Alice, Photon 4 zu Bob. Der Gesamtzustand der Photonen 1, 2 und 4 ist das
direkte Produkt der Kets |φ ⟩1 und |Ψ ⟩−24:

|Ψ ⟩124 = |φ ⟩1|Ψ ⟩−24 =
= 1√

2 (α|h ⟩1 + β|v ⟩1)(|h ⟩2|v ⟩4 − |v ⟩2|h ⟩4) =
= 1√

2 (α|h ⟩1|h ⟩2|v ⟩4 − α|h ⟩1|v ⟩2|h ⟩4 + β|v ⟩1|h ⟩2|v ⟩4 − β|v ⟩1|v ⟩2|h ⟩4).
(B.129)

Dieser Ket läßt sich mit den in Gl. B.126 definierten Bell-Zuständen folgendermaßen schreiben:

|Ψ ⟩124 = 1
2 |Φ ⟩

+
12(α|v ⟩4 − β|h ⟩4)+

+ 1
2 |Φ ⟩

−
12(α|v ⟩4 + β|h ⟩4)+

+ 1
2 |Ψ ⟩

+
12(−α|h ⟩4 + β|v ⟩4)+

+ 1
2 |Ψ ⟩

−
12(−α|h ⟩4 − β|v ⟩4).

(B.130)

Alice macht in ihrem Labor an den beiden ihr zur Verfügung stehenden Photonen 1, 2 eine Bell-
Zustands-Messung. Das Ergebnis kann einer der vier möglichen Bell-Zustände sein. Ist das Ergeb-
nis der Zustand |Ψ ⟩−12, so kann sie Bob über eine klassischen Kanal mitteilen, daß sich das auf
dem Weg zu ihm befindliche Photon 4 im Zustand |φ ⟩4 = −α|h ⟩4 − β|v ⟩4 befindet, also bis auf
eine nicht observable Phase π teleportiert wurde. Sollte das Ergebnis der Zustand |Ψ ⟩+12 sein, so
kann sie Bob mitteilen, daß sich Photon 4 im Zustand −α|h ⟩4 + β|v ⟩4 befindet, also Bob die
Phase zwischen |h ⟩4 und |v ⟩4 noch um π drehen muß. Für die restlichen beiden Möglichkeiten
gelten analoge Überlegungen.

B.10 Die Bellsche Ungleichung
In Abschn. 3.1.2 wurde erwähnt, daß in [4] gezeigt wurde, daß es keine lokale Theorie mit verbor-
genen Variablen geben kann, welche die Vorhersagen der Quantentheorie aus den verschränkten
Zuständen dupliziert. Man kann den Photonen beim Start keine klassische a-priori-Information
darüber mitgeben, wie sie sich an zwei Orten A, B in einem Experiment zu verhalten haben,
derart, daß die Vorhersagen der Quantentheorie mit verschränkten Zuständen dadurch dupliziert
würden.

Die Versuchsanordnung sei wie in Abb. 3.1. Ein Analysator für lineare Polarisation bei A kann
unter den Winkeln ϑA1, ϑA2 orientiert werden, einer bei B unter ϑB1, ϑB2. Bei A werde eine
Variable a(ϑ) definiert, welche die Werte (+1) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
A ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Analog wird bei B eine Variable
b(ϑ) definiert, welche ebenfalls die Werte (+1) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
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B ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Man definiert eine Funktion dieser
beiden Variablen

F (a, b) = [a(ϑA2) + a(ϑA1)]b(ϑB1) + [a(ϑA2)− a(ϑA1)]b(ϑB2). (B.131)

Wie man durch Einsetzen der möglichen Werte für die Variablen überprüft, kann diese Funktion
nur die Werte ±2 anehmen, es gilt

F (a, b) = ±2, d. h. |F (a, b)| = 2. (B.132)

Man nimmt nun an, es existiere eine ’verborgene’ Variable λ, welche bei der ’Geburt’ der Zwillings-
photonen festgelegt wurde und das Zufallsverhalten der Photonen steuert (nämlich, wie sie sich an
den Analysatoren zu verhalten haben). Die Variablen a, b sind nun von λ abhängig, a = a(ϑA, λ),
b = b(ϑB , λ).

Mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsdichte w(λ) gilt nun∫
w(λ)dλ = 1,∫

w(λ)|F (a, b)|dλ = 2,∣∣∫ w(λ)F (a, b)dλ
∣∣ ≤ 2.

(B.133)

Aus der letzten Zeile in Gl. B.133 folgt durch Einsetzen von F (a, b) aus Gl. B.131 die Beziehung

| < a(ϑA2, λ)b(ϑB1, λ) > +
+ < a(ϑA1, λ)b(ϑB1, λ) > +

+ < a(ϑA2, λ)b(ϑB2, λ) > − < a(ϑA1, λ)b(ϑB2, λ) > | ≤ 2.
(B.134)

Die spitzen Klammern bezeichnen Erwartungswerte bezüglich der Zufallsvariablen λ. Kann diese
Beziehung (die Bellsche Ungleichung) in Auswertung irgendeines Experiments verletzt werden, so
kann für dieses System keine lokale Theorie mit verborgenen Variablen existieren. Im folgenden
Abschnitt wird gezeigt, daß diese Gleichung durch Experimente mit verschränkten Zuständen
verletzt werden kann.

Eine andere Ableitung der Bellschen Ungleichung wird in Kap. C.5 erläutert.

B.11 Die Verletzung der Bellschen Ungleichung mit ver-
schränkten Zuständen

Es werde der Zustand von Gl. 3.13 untersucht:

|ψ0 ⟩ = 1√
2

(|0,0 ⟩ + |π/2, π/2 ⟩ ). (B.135)

Aus Gl. 3.11, Gl. 3.14 werden folgende Beziehungen übernommen:

⟨ϑA, ϑB |ψ0 ⟩ = ⟨ϑA − π/2, ϑB − π/2 |ψ0 ⟩ = 1√
2 cos (ϑA − ϑB),

⟨ϑA − π/2, ϑB |ψ0 ⟩ = −⟨ϑA, ϑB − π/2 |ψ0 ⟩ = 1√
2 sin (ϑA − ϑB).

(B.136)

Damit erhält man für die Wahrscheinlichkeiten W der einzelnen Ereignisse

W (ϑA, ϑB) = W (ϑA − π/2, ϑB − π/2) = 1
2 cos2 (ϑA − ϑB),

W (ϑA − π/2, ϑB) = W (ϑA, ϑB − π/2) = 1
2 sin2 (ϑA − ϑB).

(B.137)

Ein quantentheoretisch berechneter Erwartungswert des Produktes von Variablen a(ϑA)b(ϑB) ist
daher

< a(ϑA)b(ϑB) > = (+1)(+1)W (ϑA, ϑB) + (−1)(−1)W (ϑA − π/2, ϑB − π/2)+
+(+1)(−1)W (ϑA, ϑB − π/2) + (−1)(+1)W (ϑA − π/2, ϑB) =

= cos2 (ϑA − ϑB)− sin2 (ϑA − ϑB) = cos (2ϑA − 2ϑB).
(B.138)
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Der nach Gl. B.134 zu berechnende Wert ist somit

| cos (2ϑA2 − 2ϑB1) + cos (2ϑA1 − 2ϑB1) + cos (2ϑA2 − 2ϑB2)− cos (2ϑA1 − 2ϑB2)| (B.139)

Wählt man beispielsweise für die Winkel

ϑA1 = 0, ϑA2 = π/4, ϑB1 = π/8, ϑB2 = 3π/8, (B.140)

so erhält man das Ergebnis

|4 cos(π/4)| = | 4√
2
| = 2

√
2 > 2. (B.141)

Damit ist die Bellsche Ungleichung verletzt. Meßergebnisse mit verschränkten Zuständen sind
somit nicht durch eine lokale Theorie mit verborgenen Variablen zu erklären. Zweifelsfreie endgül-
tige experimentelle Ergebnisse zur Bestätigung der theoretischen Voraussagen über das Verhalten
verschränkter Systeme werden in [55] diskutiert.

Eine ausführliche Behandlung von verschränkten Zuständen (mathematische Behandlung, Er-
zeugung, ferner Grundlagen der in dieser Vorlesung nicht behandelten sogenannten Quetschzu-
stände = squeezed states) mit vielen weiterführenden Literaturangaben findet man in [6], [28],
[7].
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Anhang C

Ergänzungen

C.1 Andere Ableitung von Gl. (B.12)
Grundgedanke: Eine in einer Gleichung vorkommende Größe wird dadurch berechnet, daß man
die Gleichung so manipuliert, daß die gewünschte Größe auf einer Seite der Gleichung multipliziert
mit 1 (oder mit einem Einheitsoperator) vorkommt. Man berechnet den in der Gleichung

|bi ⟩ = U |ai ⟩ , U U† = U† U = I, (C.1)

vorkommenden Operator U am einfachsten dadurch, daß man die Gleichung von rechts mit dem
Bra ⟨ ai | multipliziert und über alle i summiert. Man erhält:

2∑
i=1
|bi ⟩ ⟨ ai | = U

2∑
i=1
|ai ⟩ ⟨ ai | = UI = U (C.2)

Damit ist der Transformationsoperator berechnet.

C.2 Anmerkung zum Text nach Gl. (B.122)
Unter Verwendung der vor Gl. (B.120) vereinbarten Bezeichnungsweise sollen zwei Photonen im
antisymmetrischen Zustand von Gl. (B.121)

|a ⟩− = 1√
2

(|1 ⟩ 1|2 ⟩ 2 − |2 ⟩ 1|1 ⟩ 2) = 1√
2

(|1, 2 ⟩ − |2, 1 ⟩ ) (C.3)

auf einen halbdurchlässigen Spiegel treffen.
Orthogonale Polarisationszustände werden mit |h ⟩ , |v ⟩ (horizontal, vertikal linear polarisiert)

bezeichnet. Die beiden Photonen seien in einem antisymmetrischen Polarisationszustand

|p ⟩− = 1√
2

(|h ⟩ 1|v ⟩ 2 − |v ⟩ 1|h ⟩ 2) = 1√
2

(|h, v ⟩ − |v, h ⟩ ). (C.4)

Der Gesamtzustand ist das direkte Produkt des translatorischen Zustands mit dem Polarisations-
zustand und enthält vier Terme:

|a ⟩−|p ⟩− = 1
2

(|1, h ⟩ 1|2, v ⟩ 2 − |1, v ⟩ 1|2, h ⟩ 2 − |2, h ⟩ 1|1, v ⟩ 2 + |2, v ⟩ 1|1, h ⟩ 2). (C.5)

Der Gesamtzustand ist — wie für Photonen (= Bosonen) gefordert — symmetrisch bezüglich einer
Vertauschung der beiden Teilchen.
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C.3 Anmerkung zum Quantenrauschen Kap. B.3.6
Den prinzipiellen Unterschied von thermischem (= gaußschem) Rauschen und einem Oszillator-
signal sieht man man sofort aus den Wahrscheinlichkeitsdichten: Trägt man in einem Diagramm
in z-Richtung die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kophasalkomponente (x-Richtung im Diagramm)
und der Quadraturkomponente (y-Richtung im Diagramm) auf, so ergibt sich für thermisches
Rauschen Abb. C.1. Transformiert man von den Variablen x + j y auf die Variablen Amplitude
und Phase S exp (jφ) = x + j y, so erhält man für die Amplitude S eine Rayleigh-Verteilung
(die Phase ist davon unabhängig gleichverteilt im Intervall 2π), für die Intensität P = S2/2 eine
Exponentialverteilung (siehe [21], Kap. 6.3.6).

Abbildung C.1: Wahrscheinlichkeitsdichte von gaußschem Rauschen.

Ein Oszillator (ein nichlineares System) besitzt zwar ebenfalls keine Rückstellkraft auf eine
bestimmte Phase ((die Phase ist wieder gleichverteilt im Intervall 2π), hat aber eine Rückstellkraft
auf eine stabile Amplitude: Wird die Amplitude zufolge von Schwankungserscheinungen zu groß,
so reicht die stationäre Energiezufuhr nicht aus, sie wird wieder kleiner; eine Störung, welche
die Amplitude reduziert, wird durch die stationäre Energiezufuhr wieder aud den stabilen Wert
vergrößert, siehe Abb. C.2. Beim ideal amplitudenstabilen Oszillator mit der Amplitude A würde

Abbildung C.2: Wahrscheinlichkeitsdichte eines (noch nicht vollständig amplitudenstabilen) Os-
zillators.

die Wahrscheinlichkeitsdichte in Abb. C.2 durch einen Kreiszylinder δ(S − A) beschrieben. Die
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Linienbreite eines Oszillators ist durch die Diffusionsbewegung der Phase (random walk) bestimmt.
In [21], Kap. 6.3. (Rauschen von Diodenlasern) werden Schwankungserscheinungen (auch Über-

lagerungen von kohärenten Signalen mit gaußschem Rauschen) mit allen relevanten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen detailliert beschrieben.

C.4 Wertetabelle zu F (a, b) von Gl. (B.131)
Es wurde behauptet, daß die Funktion

F (a, b) = [a(ϑA2) + a(ϑA1)]b(ϑB1) + [a(ϑA2)− a(ϑA1)]b(ϑB2). (C.6)

nur die Werte F (a, b) = ±2 annehmen kann. Dies wird aus der nachstehenden Tabelle deutlich:

a(ϑA1) a(ϑA2) b(ϑB1) b(ϑB2) a(ϑA2) + a(ϑA1) a(ϑA2)− a(ϑA1) F (a, b)

1 1 1 1 2 0 2

1 1 1 −1 2 0 2

1 1 −1 1 2 0 −2

1 1 −1 −1 2 0 −2

1 −1 1 1 0 −2 −2

1 −1 1 −1 0 −2 2

1 −1 −1 1 0 −2 −2

1 −1 −1 −1 0 −2 2

−1 1 1 1 0 2 2

−1 1 1 −1 0 2 −2

−1 1 −1 1 0 2 2

−1 1 −1 −1 0 2 −2

−1 −1 1 1 −2 0 −2

−1 −1 1 −1 −2 0 −2

−1 −1 −1 1 −2 0 2

−1 −1 −1 −1 −2 0 2

(C.7)

C.5 Andere Ableitung der Bellschen Ungleichung
Grundgedanke: Man stellt Beziehungen auf, die von Objekten erfüllt werden, welche dem lokalen
Realismus genügen. „Lokal “ bedeutet dabei, daß ein Meßergebnis an einem Ort 1 nicht von einer
Messung an einem anderen Ort 2 abhängen kann. „Realismus “ bedeutet, daß die gemessenen
Objekte die ihnen zugeschriebenen Eigenschaften tatsächlich und unveränderlich besitzen (sofern
sie nicht weiteren Einflüssen nach der Messung ausgesetzt waren).

Können diese Beziehungen durch eine zu untersuchende Klasse von Objekten verletzt werden,
so kann die Annahme des „Lokalen Realismus “ für diese Objekte nicht gelten.

Es werden nun identische Zwillinge betrachtet; an ihnen werden drei Merkmale untersucht, für
die jeweils zwei Möglichkeiten bestehen: Die Größe (groß, klein), die Augenfarbe (blau, braun)
und die Haarfarbe (dunkel, hell). Sie genügen sicher der Annahme des lokalen Realismus, da jede
Person eine an ihr festgestellte Eigenschaft tatsächlich besitzt, und zwar unabhängig von den an
anderen Personen gemessenen Eigenschaften.
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Eine andere Objektgruppe seien identische Photonenzwillinge, an denen wieder drei Merkmale
mit je zwei Möglichkeiten untersucht werden können: Die lineare Polarisation unter dem Winkel
ϑ1 (ja = H1, nein = V1), die lineare Polarisation unter dem Winkel ϑ2 (ja = H2, nein = V2) und
die lineare Polarisation unter dem Winkel ϑ3 (ja = H3, nein = V3).

Man untersucht das Verhalten folgender Objekte:

Identische Zwillinge Identische Photonenzwillinge
Größe (möglich: groß, klein) Polarisation unter ϑ1 (möglich: H1, V1)
Augen (möglich: blau, braun) Polarisation unter ϑ2 (möglich: H2, V2)
Haare (möglich: dunkel, hell) Polarisation unter ϑ3 (möglich: H3, V3)

Es gibt 8 verschiedene Kombinationen für die 3 meßbaren Eigenschaften:

Kombination 1 groß=H1 blau=H2 dunkel=H3
Kombination 2 groß=H1 blau=H2 hell=V3
Kombination 3 groß=H1 braun=V2 dunkel=H3
Kombination 4 groß=H1 braun=V2 hell=V3
Kombination 5 klein=V1 blau=H2 dunkel=H3
Kombination 6 klein=V1 blau=H2 hell=V3
Kombination 7 klein=V1 braun=V2 dunkel=H3
Kombination 8 klein=V1 braun=V2 hell=V3

Für die Anzahl Z der Paare mit bestimmten Eigenschaften gilt folgende Ungleichung:

Z
groß=H1
blau=H2

Haare egal
≤ Z

groß=H1
Augen egal
dunkel=H3

+ Z
Größe egal
blau=H2
hell=V3

=

= Z
groß=H1
blau=H2

dunkel=H3

+ Z
groß=H1
braun=V2

dunkel=H3

+

+ Z
groß=H1
blau=H2
hell=V3

+ Z
klein=V1
blau=H2
hell=V3

In dieser „Bellschen Ungleichung “ gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn

Z
groß=H1
braun=V2

dunkel=H3

= 0 und Z
klein=V1
blau=H2
hell=V3

= 0.

Die Photonenzwillinge seien im verschränkten Zustand von Gl. (3.13).

|ψ0 ⟩ = 1√
2

(|0,0 ⟩ + |π/2, π/2 ⟩ ). (C.8)

Nach Gl. (3.14) gilt

⟨ϑA, ϑB |ψ0 ⟩ = 1√
2 (⟨ϑA, ϑB |0,0 ⟩+ ⟨ϑA, ϑB |π/2, π/2 ⟩)

= 1√
2 (cos ϑA cos ϑB + sinϑA sinϑB) = 1√

2 cos (ϑA − ϑB),
(C.9)

und somit auch

⟨ϑA, ϑB − π/2 |ψ0 ⟩ = 1√
2 (⟨ϑA, ϑB − π/2 |0,0 ⟩+ ⟨ϑA, ϑB − π/2 |π/2, π/2 ⟩)

= 1√
2 (− cos ϑA sin ϑB + sin ϑA cos ϑB) = 1√

2 sin (ϑA − ϑB).
(C.10)
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Die oben formulierte Ungleichung lautet für verschränkte Photonenzwillinge wie folgt:

| ⟨ϑ1, ϑ2 |ψ0 ⟩ |2 ≤ | ⟨ϑ1, ϑ3 |ψ0 ⟩ |2 + | ⟨ϑ2, ϑ3 − π/2 |ψ0 ⟩ |2 (C.11)

Speziell für ϑ1 = π/8, ϑ2 = 0, ϑ3 = −π/8 erhält man

cos2(π/8) ≤ cos2(π/4) + sin2(π/8)

cos2(π/8)− sin2(π/8) ≤ cos2(π/4)

cos(π/4) ≤ cos2(π/4)

1 ≤ cos(π/4)

(C.12)

Die verschränkten Photonenzwillinge erfüllen somit nicht in allen denkbaren Fällen die Bellsche
Ungleichung. Die Annahme des lokalen Realismus gilt nicht für verschränkte Zustände. Zweifels-
freie endgültige experimentelle Ergebnisse zur Bestätigung der theoretischen Voraussagen über
das Verhalten verschränkter Systeme werden in [55] diskutiert.

C.6 Photonen und Fermionen an Strahlteilern und Interfe-
rometern

C.6.1 Grundgleichungen

Abbildung C.3: Interferometer, bestehend aus zwei verlustlosen Strahlteilern S1, S2, zwei Spiegeln
und einem Phasenschieber P.

Am Strahlteiler S1 gelten für Photonen die Erzeuger- und Vernichteroperatoren a†
i , ai, am

Strahlteiler S2 die Erzeuger- und Vernichteroperatoren c†
i , ci, i=1. . . 4. Eingangszustände an den

Strahlteilern werden nach Photonen-Anzahl-Zuständen (Fock-Zuständen) |n1, n2 ⟩ , |n′
1, n

′
2 ⟩ ent-

wickelt, die Ausgangszustände nach den Kets |n3, n4 ⟩ , |n′
3, n

′
4 ⟩ . Es gelten folgende Vertau-

schungsrelationen (siehe auch Gl. (B.51)):

[ai, a
†
j ] = δijI, [ai, aj ] = [a†

i , a
†
j ] = 0 i, j = 1 . . . 4. (C.13)

Für die Operatoren c†
i , ci gelten diese Relationen analog, ferner kommutieren alle a-Operatoren

mit allen c-Operatoren. Für Erzeuger und Vernichter gelten in Anwendung auf |n ⟩ -Zustände die
Beziehungen Gl. (B.59) - Gl. (B.61). Daher ist z.B.

(a†
1)n1(a†

2)n2 |0, 0 ⟩ =
√
n1!n2! |n1, n2 ⟩ . (C.14)
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Analoge Beziehungen gelten für |n3, n4 ⟩ , |n′
1, n

′
2 ⟩ , |n′

3, n
′
4 ⟩ . Verlustlose Strahlteiler erhalten die

Photonenanzahl, n1 + n2 = n3 + n4, n′
1 + n′

2 = n′
3 + n′

4 (entsprechende Beziehungen gelten für
die Anzahl-Operatoren, a†

1a1 + a†
2a2 = a†

3a3 + a†
4a4 und c†

1c1 + c†
2c2 = c†

3c3 + c†
4c4). Für verlustlose

Strahlteiler gelten die Transformationen(
a†

3
a†

4

)
= T

(
a†

1
a†

2

)
,

(
c†

3
c†

4

)
= T

(
c†

1
c†

2

)
, T T † = T †T = E . (C.15)

Wenn T eine unitäre Matrix ist, sind die Erhaltungssätze für Photonenanzahlen automatisch
erfüllt, für die inversen Transformationen gilt(

a†
1
a†

2

)
= T †

(
a†

3
a†

4

)
,

(
c†

1
c†

2

)
= T †

(
c†

3
c†

4

)
, T T † = T †T = E . (C.16)

Der Phasenschieber P und die Anordnung des Interferometers konstituieren noch die Verknüpfun-
gen

c†
1 = a†

4, c†
2 = a†

3 exp (jφ). (C.17)

Allgemein gilt für einen verlustlosen Strahlteiler

T =
(
− exp (jα) sin β cosβ

cosβ exp (−jα) sin β

)
, T T † = T †T = E . (C.18)

Speziell für α = −π/2, β = π/4 resultieren die Beziehungen von Gl. (B.117) für einen verlustlosen
1:1-Strahlteiler:

T = 1√
2

(
j 1
1 j

)
, T † = 1√

2

(
−j 1
1 −j

)
. (C.19)

Aus den Gleichungen (C.15), (C.17) und (C.19) folgt für das Interferometer (bis auf einen nicht
wesentlichen Faktor mit dem Betrag 1)(

c†
3
c†

4

)
=
(

cos(φ/2) sin(φ/2)
− sin(φ/2) cos(φ/2)

)(
a†

1
a†

2

)
= TI

(
a†

1
a†

2

)
. (C.20)

TI ist die unitäre Transformationsmatrix des Interferometers, die Umkehrung erfolgt mit der
Matrix T †

I :(
a†

1
a†

2

)
=
(

cos(φ/2) − sin(φ/2)
sin(φ/2) cos(φ/2)

)(
c†

3
c†

4

)
. (C.21)

Aus Gl. (C.20) berechnet man

c†
3c3 = cos2(φ/2) a†

1a1 + sin2(φ/2) a†
2a2 + 1

2 sinφ (a†
1a2 + a†

2a1),
c†

4c4 = sin2(φ/2) a†
1a1 + cos2(φ/2) a†

2a2 − 1
2 sinφ (a†

1a2 + a†
2a1),

(C.22)

und

c†
3c3 + c†

4c4 = a†
1a1 + a†

2a2 = N,

c†
3c3 − c

†
4c4 = cosφ (a†

1a1 − a
†
2a2) + sinφ (a†

1a2 + a†
2a1) = P .

(C.23)

Der Operator N zeigt die Erhaltung der Photonenanzahl, der Operator P enthält Information
über die Phasendifferenz in den beiden Interferometerzweigen. Für einige Eingangszustände |ψE ⟩
sollen nun die Ausgangszustände nach dem ersten Strahlteiler |ψS1 ⟩ sowie am Ausgang des In-
terferometers |ψI ⟩ berechnet werden.
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C.6.2 Eingangszustand |1, 0 ⟩
Für den Eingangszustand

|ψE ⟩ = |1, 0 ⟩ = (a†
1)1(a†

2)0|0, 0 ⟩ (C.24)

folgt durch Einsetzen für a†
1 aus Gl. (C.16), Gl. (C.19)

|ψS1 ⟩ = 1√
2

(−ja†
3 + a†

4)|0, 0 ⟩ = 1√
2

(−j|1, 0 ⟩ + |0, 1 ⟩ ). (C.25)

Das Photon läuft nach dem Strahlteiler mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 in die Arme 3,4. Man
kann diesen Zustand als „pfadverschränkten“ Zustand eines Photons mit dem Vakuumzustand
auffassen. Genau so wie bei der spukhaften Fernwirkung im Abschnitt 3.1.2 ist das Photon weder
im Zweig 3 noch im Zweig 4, erst nach der Messung (WW-Detektion!) seiner Anwesenheit (oder
Abwesenheit) in einem Zweig wird klar, daß das Photon im anderen Zweig nicht vorhanden (oder
vorhanden) ist. Dadurch ist aber keine Interferenz mehr möglich. Die Addition von Wahrschein-
lichkeitsamplituden für einander paarweise ausschließende Ereignisabläufe (keine WW-Detektion)
läßt sich daher als Pfadverschränkung von Zuständen in zwei (oder mehreren) Welten deuten.

Setzt man in Gl. (C.24) für a†
1 aus Gl. (C.21) ein, so erhält man den Zustand am Ausgang des

Interferometers:

|ψI ⟩ = [ cos(φ/2) c†
3 − sin(φ/2) c†

4 ] |0, 0 ⟩ = cos(φ/2) |1, 0 ⟩ − sin(φ/2) |0, 1 ⟩ . (C.26)

Ist die Phasenverschiebung φ = 0, so erfolgt konstruktive Interferenz in den Arm 3′, siehe Abb. C.3,
das Photon verläßt das Interferometer im Arm 3′. Aus Gl. (C.23) berechnet man ferner

〈
ψI

∣∣∣c†
3c3 + c†

4c4

∣∣∣ψI〉 = ⟨ψI |N |ψI⟩ = 1,〈
ψI

∣∣∣c†
3c3 − c

†
4c4

∣∣∣ψI〉 = ⟨ψI |P |ψI⟩ = cosφ.
(C.27)

Die erste Beziehung zeigt die Erhaltung der Photonenanzahl, die zweite Gleichung gibt die Pha-
seninformation (die Differenz der Zählraten an den Ausgängen des Interferometers variiert mit
cosφ).

C.6.3 Eingangszustand |1, 1 ⟩
Der Eingangszustand sei

|ψE ⟩ = |1, 1 ⟩ = (a†
1)1(a†

2)1|0, 0 ⟩ . (C.28)

Durch Einsetzen für a†
1, a†

2 aus Gl. (C.16), Gl. (C.19) erhält man den Zustand am Ausgang des
Strahlteilers S1:

|ψS1 ⟩ = 1√
2 (−ja†

3 + a†
4) 1√

2 (a†
3 − ja

†
4)|0, 0 ⟩

= 1
2 [−j(a†

3)2 − j(a†
4)2]|0, 0 ⟩ = − j√

2 (|2, 0 ⟩ + |0, 2 ⟩ ).
(C.29)

Das Ergebnis ist (in anderer Schreibweise) identisch mit der Aussage von Gl. (B.122): Bosonen
existieren in insgesamt symmetrischen Zuständen, sie landen beide mit gleicher Wahrscheinlichkeit
in einem der beiden Ausgänge. Da a†

3 am Phasenschieber P (siehe Abb. C.3) nach Gl. (C.17) mit
dem Faktor exp(jφ) multipliziert wird, erhält der Zustand |2, 0 ⟩ den Phasenfaktor exp(2jφ): Es
ist zu vermuten, daß geeignete Meßgrößen im Ausgang des Interferometers in Abhängigkeit von der
Phasenverschiebung φ wie cos(2φ) variieren (beim einfachen Interferometer Gl. (C.27) Variation
mit cosφ); damit hätte sich die Phasenempfindlichkeit des Interferometers mit verschränkten 2-
Photonen-Zuständen verdoppelt.
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Für Fermionenoperatoren b, b† kann man die Beziehungen Gl. (C.13) übernehmen, indem man
Antikommutatoren statt Kommutatoren postuliert. Dadurch ergibt sich für Fermionen für einen
Eingangszustand |ψE ⟩ = |1, 1 ⟩ als Ausgangszustand am Strahlteiler der Zustand |ψS1 ⟩ =
|1, 1 ⟩ , in Bestätigung der früheren Aussage, daß Fermionen nie im selben Ausgang erscheinen.
Unabhängig von der Phase φ erhielte man in diesem Fall am Ausgang des Interferometers ebenfalls
den Zustand |ψI ⟩ = |1, 1 ⟩ .

Setzt man in Gl. (C.28) für a†
1, a†

2 aus Gl. (C.21) ein, erhält man den Zustand am Ausgang des
Interferometers:

|ψI ⟩ = [c†
3 cos(φ/2)− c†

4 sin(φ/2)][c†
3 sin(φ/2) + c†

4 cos(φ/2)]|0, 0 ⟩

= 1√
2 sinφ (|2, 0 ⟩ − |0, 2 ⟩ ) + cosφ|1, 1 ⟩ .

(C.30)

Für φ = 0 ist der Ausgangszustand wieder gleich dem Eingangszustand. Die Wahrscheinlich-
keitsamplitude, 1-Photonen-Koinzidenzen in den Armen 3′, 4′ zu finden, variiert wie cosφ, die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, 2-Photonen-Detektionen im Arm 3′ oder im Arm 4′ zu registrie-
ren, variiert wie sinφ. Daraus folgt für die Wahrscheinlichkeiten W (1, 1), W (2, 0) und W (0, 2)

W (1, 1) = cos2 φ = 1
2 [1 + cos(2φ)],

W (2, 0) +W (0, 2) = sin2 φ = 1
2 [1− cos(2φ)].

(C.31)

Für die Summe und Differenz der Photonenzahlen an den Ausgängen 3′, 4′ berechnet man in
diesem Fall〈

ψI

∣∣∣c†
3c3 + c†

4c4

∣∣∣ψI〉 = ⟨ψI |N |ψI⟩ = 2,〈
ψI

∣∣∣c†
3c3 − c

†
4c4

∣∣∣ψI〉 = ⟨ψI |P |ψI⟩ = 0.
(C.32)

Die Phaseninformation läßt sich folgendermaßen gewinnen:〈
ψI

∣∣∣c†
3c3c

†
4c4

∣∣∣ψI〉 = cos2 φ = 1
2 [1 + cos(2φ)]〈

ψI

∣∣∣c†
4c

†
4c4c4

∣∣∣ψI〉 =
〈
ψI

∣∣∣c†
4c4(c†

4c4 − I)
∣∣∣ψI〉 = sin2 φ = 1

2 [1− cos(2φ)].
(C.33)

Maximal pfadverschränkte N-Photonen-Zustände (analog zu den pfadverschränkten 2-Photonen-
Zuständen von Gl. (C.29)) werden auch NOON-Zustände genannt:

|NOON ⟩ = 1√
2

(|N, 0 ⟩ + |0, N ⟩ ). (C.34)

Da der Operator (a†
3)N im Phasenschieber des Interferometers mit dem Faktor exp(Njφ)

multipliziert wird, ist plausibel, daß geeignete Ausgangsgrößen wie cos(Nφ) variieren; damit ist
die Phasenempfindlichkeit des Interferometers von cosφ auf cos(Nφ) erhöht worden. Maximal
pfadverschränkte N-Photonenzustände bilden somit einen Quantenzustand mit der effektiven de-
Broglie-Wellenlänge λ/N und bieten dementsprechend höhere Auflösungen in der Mikroskopie und
Lithographie.

Man beachte, daß die Aussagen von Gl. (C.28) und Gl. (C.29) nicht skalierbar sind (ein Ein-
gangszustand |2, 2 ⟩ führt zu einem Zustand |ψS1 ⟩ =

√
6

4 (|4, 0 ⟩ + |0, 4 ⟩ ) + 1
2 |2, 2 ⟩ nach dem

Strahlteiler, nicht auf 1√
2 (|4, 0 ⟩ + |0, 4 ⟩ )).

Eine ausführliche quantentheoretische Behandlung von Interferometern findet man in [53] (die
zum Lesen der Arbeit nötigen Beziehungen aus der Algebra nichtkommutierender Operatoren
kann man z.B. [29] entnehmen). Dissertationen zum Thema Quanteninterferometrie, Photonen-
verschränkung sind [39], [50], Experimente mit verschränkten Mehrphotonenzuständen sind in
[49], [36] beschrieben. [25] diskutiert noch immer bestehende Probleme bei der Interpretation von
Quantenmessungen.

XXXVI
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Druckfehler, Anmerkungen

Die in früheren Versionen gefundenen Druckfehler sind in dieser Ausgabe berichtigt.
Eine Sammlung von Übungsaufgaben zur Quantentheorie mit Lösungen, Anwendungen, For-

melsammlung und Liste der physikalischen Konstanten findet man unter www.dietrich-grau.at im
Internet (zusammengestellt von Dr. Dietrich Grau, Assistenzprofessor und Universitätslektor i. R.,
Institut für Theoretische Physik der Technischen Universität Wien). Wenn Sie das Werk von sei-
ner Internetseite herunterladen und nützlich finden, würde er sich sicher über einer anerkennende
E-mail freuen.
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