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Kapitel 1

Vorbemerkungen

Greensche Funktionen gestatten es, die Losung linearer gewohnlicher oder partieller Differential-
gleichungen als Integral iiber jenen Bereich anzuschreiben, in dem die Losung gesucht wird. Der
Integrand ist das Produkt der Greenschen Funktion mit einer (im allgemeinen symbolischen) Funk-
tion, welche das Wissen iiber die Randbedingungen der gesuchten Losung sowie die Storfunktion
enthilt (wenn es sich um eine inhomogene Differentialgleichung handelt). Ist die Greensche Funk-
tion fiir einen Typ von Randbedingungen bekannt, kann die Losung des Problems fiir beliebige
Randwerte und Storfunktionen sofort in Integralform angeschrieben werden.

Das Ziel der Vorlesung ist es, Methoden zur Berechnung der Greenschen Funktion eines Pro-
blems anzugeben und dabei zu lernen, wie man die bekannte Greensche Funktion fiir ein verwand-
tes Problem an den eigenen Fall anpassen kann.

Die Fassung ab WS 2000/2001 wurde um drei Abschnitte erweitert, welche eine Einfithrung in
die Losung partieller Differentialgleichungen bieten, in denen Tensoroperatoren auf Vektorfelder
angewendet werden. Fiir das WS 2007,/2008 wurde Abschnitt 5.9 eingefiigt, in dem eine Einfithrung
in die analytische Schreibweise der Tensoralgebra und Tensoranalysis geboten wird. Zum WS
2012/2013 wurde die Darstellung an einigen Stellen gestrafft, Redundanzen wurden entfernt.

Im Wintersemester 2017/2018 wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefiigt, welche
handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der Wiederho-
lung der Vorlesung vor einer Priifung oder zur Erlduterung nicht im Detail abgeleiteter Formeln).

1.1 Verallgemeinerte (symbolische) Funktionen

Testfunktionen ®7(z), Grundfunktionen ®¢(x)

1 1
br) = | o0 () o | ap] 0=ese (L)
0 sonst.
lim |x\ld 2@ _ o i alle LLm=0,1,23,... (1.2)
dg(r) = exp(—x?) 1.3
(s]@1 + P2) = (s[P1) + (s|P2), (s|A®) = A(s|®). (1.4)

(s|®) = /s*(x)@(x)dx. Beachte: (As|®) = A*(s|®). (1.5)



—+oo —+oo —+oo

/[Sl(x)]*q)(x)dx = 5" (2)®(x)| 72 - /s*(m)@’(x)d;v = - /s*(x)@’(x)dm. (1.6)

s1(x) = sa(x) (1.7)

“+o0 +oo

/sf(x)@(x)dx: /s§(z)<1>(a7)d:c, (1.8)

0w {25 BeEech (1)

“+oc0o b

/ s*(2)®(z)dz = /g*(x)q)(x)dac = (s]|®), (1.10)

s(z) = g(x) im Intervall a <z <b. (1.11)
+o0 +oo

o@) = [ ar(Eds, g (5= [ ool as, (112)
7+DO 400 i

Glt) = [ 5@t = [ sp(pee(as. (1.13)

1.2 Einige spezielle verallgemeinerte Funktionen

1.2.1 Die §-Funktion

+oo
(5]®) = B(0) = / 5(2)(x)da. (1.14)
“+o0 . “+oo

D(zg) = / 0(z)®(z + zo)dx = / 0(x — x0)@(z)dx. (1.15)
o {73 mozee o
+o0 o0

/ 0(x)®(x)dx = @(0) =0= /g(x)@(x)dx. (1.17)
o 0

0(z)=g(x)=0 in 0<z<o0

5(x):§(x):0 in —oco<z<0 (1.18)

+e

lim [ §(xz)dx = 1. (1.19)
e—0
xd(z) = 0. (1.20)
“+o0 +oo

/ 20(z)®(x)dx = / d(x)[z®(x)|de = 2®(z)|,_, =0
d(z) +zd' (x) = 0. (1.21)



+o00
/ 0(z)®(z)dx = ®(0)

400 +o00 +oo
= [erera| = [ epir= [ e
—00 =0 —O° —00
5F(f) =L
+oo +oo
o(x) = /e%jfxdf: /e_Q’Tj-fIdfzé(—x)

+R 1 sin(k
= lim /ei%jfxdf: lim —M.

R—o00 k—oo T T
—R
—+oo

HILH;O sy (x)®(x)dx

+oo
lim [ ®(t)e 7tdt =0

w—r00
— 00

5(z) = lim 1 € i 1 22
=tz o5 ol xpl =553 )

/ Slo(@) | B(@)dr = 3 o

lg'(x

1.2.2 Ableitungen der /-Funktion

J1Z 8 @)@ @)de = - [ 8(2)0' (x)dz = ~@(0),
J2Z 60 (2)®(w)da < )" f <z>q><n<>$:

5 (z) = Tim + (Feostka) Smkx))
1,2,3

(=1)"2((0).

k—oo T

nd Y (z) + :Eé(")( )=0 n=

1.2.3 Der Cauchy’sche Hauptwert (valor principalis)

(s|@) = lim []E(I)f)der/ooq);x)dx

— 00 £
[ o) — @ s
_ i [ 2@ ) / P <> O(z)dz.
e—0 T x
€ — 00
1 1
P<>g(x), —co<z <0, 0<z<oo.
X X
1 1 — cos(kx)

P(=) =lim —2— — lim
T =012 42 koo T

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)



+e +1 o +1 i
lim L‘I>(33)dx = hm/zi_égu)du = @(0)/ ua 0.

e—0 | a2+ ¢2 e—0 u? 14 u?
“e ‘1 ]

of(z) =1
f@)= P (;) +od(a).

1.2.4 Die Funktion H(x)

[e'e] +o00
(s|<I>>:/<I>(x)dx: /H(m)@(m)dw
H0={o %o

+oo +oo o d] +oo
/ H (2)®(2)dz = — / H(z)® (2)dz = — / ' (2)dz = (0) = / 5(2)®(x)da,

H'(z) = 6(x).

+oo

70H(:E)<I>(x)d:c = 70H}(f)<I>F(f)df = /Ooq)(x)dm _ /oo [/ p(f)e Ty
e . / J

— 00

+OO(I> e27rjfmd a i +Ooe2ﬂ'jfm _ 1@ J
— 0 =0 -0
1— e—27r_]f:v
Hp(f) = lim — =
B 1 —cos(2mfx) . sin(2wfx)
M) = I = m7 T g
1 1 1
Hr(f) = 2 (f) + 55(f>
+oo o} R
Hp(f) = / H(x)e_%jfxdm = /e_%jf””dx = }%1_1}(1)0 e 2z,
—o0 0 0
1 . 1—cos(kf) 1 sin(kf)
=— lim — = 2 .
HeD) =gl = T, %5

1.2.5 Die Funktionen i, (z), 0_(z)

+R R R
5(x) :H}me/e—zwjfzdf:Iggnoo/efwrjfxdf+1%gn00/62wjfxdf
R 0 0

= 04(z)+0_(z).

}dx

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)
(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)



1 1
2mjoy(z) = ( ) + jmdo(x) = lim v + g7 lim R T

€T e—0 22 4 g2 e—0 T 22 4 £2 e—>0m—j€’
1 x e
—2mjo-( (x) Jmolw) = igo 12 +e2 jﬂ-gg% ma? e glgtlJ x + je
o_(z +(=x) =061 (x) = 0" (—x).
He(f) = 5+(f)
1.2.6 Die Funktion sgn(z)
o 0 “+o0
(s|®@) = /@(w)dm— / O(z)dr = /sgn(m)@(x)dx.
0 —o0o —oo

sgn(z) = H(z) — H(-z) = { —1 i z 8’

%sgn( ) =0d(x) + 6(—x) = 25(x).

o(b)/2 x9 = b,
/5.73—580 dx—{@(xo) a<xg<b,
D(a)/2 Ty = a.

lim 0(x — x0)®(x)dx = /5(3“ —x0)®(z)dr = D(xg), a<x9<bh

1.3 Grundgedanke der Greenschen Funktion

1.3.1 Inhomogenes Problem, homogene Randbedingungen

d2
Lu(z) = — di(f) = g(x) inhomogenes Problem,
u(0)=0, wu(l)=0, 0<z<1 homogene Randbedingungen.

1+ 1+

Lu(x) = g(x) LG(z,20)g9(x0)dxo = | 6(xo — x)g(x0)dzy, d.h.
-/ /"

LG(,z0) — f% =5z ),  G0,20) =0, G(l,x)=0.

Verfahren 1 zur Berechnung von G(x,x¢)

dG/dx = —H(x— x0)+ c1(zo),

G = —(x—xo)H(x— o)+ xcr(xo) + c2(xo).
G(0,z9) = 0 = zoH(—x)+ ca(zo),
G(l,mo) = 0 = —(1—aﬁo)H<1—$0)+01(CL‘0)+CQ(SL’0).

G(z,x0) = —(x —zo)H(x —20) + 2 [(1 —x0)H(1 — ) + xoH(—x0)] — zoH(—

:L‘()).

(1.46)
(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)



zo(l —x) 0< 2y <z,

G, m0) = { l_a)  oemel (1.58)
x 1
u(w) = [ (1 = 2)gCan)doo + [ a1~ o)g(an)do (1.59)
0 T
Verfahren 2 zur Berechnung von G(x, )
| za(zo) + b(zo) 0<z<uw,
G(z, 20) = { xze(xg) + d(xo) x <z < 1. (1.60)
| (z—1)a(zo) 0<zy <z,
Gz, 0) = { xe(xo) x <z < 1. (1.61)
(w0 — D)a(zo) = zoc(xo)
zo(z—1)
G, 0) = { g 92 (1.6
ze(zo) x <z <1.
zo+6d2G xo+e
glg%) / wdx: —glg(l) / 0(x — xg)dr = —1
_ i J 3G(2,20) _ dG(z,20) (1.63)
=0 d.’E r=x0+¢€ d(E r=x0—E - .

lim._,q %’ = d%a:c(xo) = c(xo),

i e c(zo) _ moc( (1.64)
limeo sy = dro0(@ — DEEE = 0590
v(x)

Abbildung 1.1: Verlauf der Funktion v(z); sie nimmt homogene Randwerte bei Anniiherung an die
Punkte 2 = 0, 2 = 1 von aulerhalb des Intervalls (0, 1) an, inhomogene Randwerte bei Annéiherung
an die Randpunkte aus dem Inneren des Intervalls

c(xg) =1 — xp. (1.65)
G ={ 0 Sl (.60

G(z,z0) =x0(l —2)H(z —20) + (1 —z0)H(zo —x) 0<1z0 <1 (1.67)



1.3.2 Homogenes Problem, inhomogene Randbedingungen
d*h(x)

Lh(x) = 5— =0 homogenes Problem,
dx (1.68)
h(0)=ho#0, h(l)=h1#0, 0<2z<1 inhomogene RB.
h(z) = ho(1 — ) + hyz. (1.69)
(7}10 + hl)x x <0,
v(z) =ho[H(x) —z]+hfr —H(x —1)] =4 ho(l —2)+ hx 0<z<l, (1.70)
(=ho + h1)(z—1) x> 1
V(x) = hold(z) — 1] + hq[1 — 6(x — 1)],
. V' (x) = hod'(z) — hd'(x — 1), (1.71)
Lv(z) = —ddum(f) = s(x) = —hod'(z) + hid'(x — 1), v(0-)=0, v(l+)=0.
x 1+
v(z) = /xo(l —x)s(xzo)dzo + /m(l — z9)s(x)dxo
0— T
T 1+
= —/1’0(1 — 1’)h0(s/(1'0)d$0 + /.’E(]. — "Eo)hl(sl(xo - ].)dl'o
0— T
d d
= d—xo hoxo(l — Z‘)|w0:0 - T% hlx(l — x0)|10:1
= ho(l—2z)+hz=~h(zx) n 0<z<Ll (1.72)
1+ 1+
v(z) = /G(x,mo)s(wo)dmo = /G(w,mo)[—hoél(xo) + h1d'(xg — 1)]dxo
0 0—
B 0G (z,x¢) . 0G(z, o)
= hyp 781:0 o h1 76500 — .
aGa(:;;zo) o = (hier ist g < z) = %[mo(l —xz)]=1-ux,
ke vy, = (bierist oo >a) = Gh[e(l - wo)] = —a.
1.3.3 Inhomogenes Problem, inhomogene Randbedingungen
2
Lw(z) = —% =g(z) w(0)=wy#0, w(l)=w #0. (1.73)
2
LG(z,z0) = —% = §(z —x0) G(0,20) =0, G(1,20)=0. (1.74)
w(z) = u(z) + h(x), (1.75)
1
2
Lu(x) = —% =g(z), u(0)=0, u(l)=0, dh.: wu(x)= /G(:mmo)g(aso)dxo, (1.76)
0
d*h
Lh(x) = ke 0 h(0) =wg, h(l)=mw;. (1.77)
Lv(z) = Pl s(z) = —wed' (x) + w18 (x — 1),
1y . (1.78)
v(z) = [, G(z,x0)s(xo)dro = h(z) n 0<z <1
1+
wle) = [ Gla,aw)lgla) + s(an)ldan = (o) + v(o). (1.79)
0—



1.4 Vektoren und lineare Operatoren in abstrakten

Raumen
Y1 U1
® (0
=] w=|
Pn Un
- [ e@) - [ (@)
=47 ) w=(P)
o1\
2 T 1
Gl=t =] | =i, ot (A7) <@
Pn
v\
— = w2 — * * * 1/)(55) T_ *
W=y 2| L | =i, oder ( ‘ )—w (@)= ...
,l/]n

n 1/J1
{ply) = (W)™ = @lp)! :Zw?w = (¢1---¢n) ( : ) ; oder :/w*(w)w(w)dm-

n
d.h.

(ele) = (ele)” Z\cpzlz oder :/|go(:c)|2dx§M.

(G1G2Gs...G) =atal | ... Glaial.

= Yl = S liilg),  oder / (&) dzp( / |2)da{z]p).
= it = el oder = [ @irtel = [folajantal
(o) = @i (rlp) = o(z),
(pli) = of, (plz) = r

(e} = ¢ Z<J|> oder (2'|0) = ¢( ’)=/< |z)dap(x)
(jliy = 6:5, oder (a'|z) =d(a’ — z).
Llu) = |g).
Ly = ILlj), oder L(z,a') = (alLls')
Llw) = 1g) Llu) = lg),
(i|Llu) = (ilg), (|Llu) = (z|g),
(i|LLlu) = (ilg), (@|LLlu) = (x|g),
> GlL) Glw)y = (ilg),  [(@|L]a")da'(@'|u) = (z]g),
> Lijuj = g J Lz, 2" )u(@)dz’ = g(z)
= Lu; = Lu(x)
— Gl = (olLh
= L{iu) = Lz|u).

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)
(1.89)

(1.90)

(1.91)
(1.92)
(1.93)

(1.94)



(u|L" = (g|

(v|Llu) = (vlg), L — (Ll
Beispiel 1
+oo 400

/ s*(2)®(z)dx = /<3|x>dx<z|<1>> = (s|I|®) = (s| D).

Beispiel 2
“+o0
/VWUEL 1) = 5(F — 1.

(zlg) = g(x), (flg) = gr(f)

+oo

M@zz@M®:/@m#M®

—0o0

+oo —+o0 —+o0

[ Glajdatale) = [ @ods= [ spinen(r

— 00 — 00 — 00

g(x) = (zlg) = (a|Llg) = ["3 (@ H)df(flg) = [~ (x| f)dfgr(f),
gr(f) = (flg) = (flllg) = [*2(flw)da(zlg) = [ (flo)dag(a).
(@|f) = exp(2mifz), (fla) = (@[ f)" = exp(—2mjfz).

Beispiel 3
Llu) =|g), oder Lu(z)=
L™ 'Lju) = L7'g) = |u) = G

@Mzz@@@zM@m:/mqmmmm>
= u(x) :/G(xwo)g(mo)dxo.

LL'=LG =1,
(z|LG|xo) = (x|L|zo) = (z|x0) = d(2 — 20).
(| LGlxo) = (x|Llv)

L{z|v) = L{z|G|xo) = LG(x, x0)

LG(x,z0) = d(z — x0).

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)
(1.105)

(1.106)

(1.107)



Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

2.1 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und li-

neare Randbedingungen

2
L= a(x)% + b(x)% + c(x).

(ulu) = {ul2) = [ (ule)dotalu) = [ Ju(o)Pdo < b1,

u(0)
(al ay Qs a4> u(1) _<A>
B B2 Bs Pa W) [\ B )
/(1)
L formaler Operator,
L umfafit { L Operatorbereich.
Man bezeichnet RB als:
homogen: A=0, B=0.
inhomogen: wenn sie nicht homogen sind.
ungemischt: A = aqu(0) + asu/(0),
B = Bgu(l) + 5411/(1)
gemischt: wenn sie nicht ungemischt sind.
periodisch: ( ) =wu(l), ¥ (0) =u/(1).
RB 1. Art: A = a1u(0), B = Bau(l).
RB 2. Art: A = agu/(0), B = SByu/(1).
RB 3. Art: = ayu(0) + azu’(0),
B Bau(1) + Bau’(1).
Anfangsbedingung: = ayu(0), B = p5u’(0),
oder —O{Q’LL(].) B = p4u’(1).

10
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2.2 Adjungierter Operator und adjungierte Randbedingun-
gen

Nach Gl. (1.96) gilt:

(v|Llw) = (u|L'[v)",
(ulLLlu) = (ulLL[v)", .
Jolrydatalzl) = {f{ulydatalZlin)}
oder mit Gl. (1.94):
/v*(x)Lu(x)dx = /u(w) {LTv(x)}*dx. (2.5)

LT (zu L formal adjungierter Operator)
T jung p )
LT umfafit { yal (zu £ adjungierter Operatorbereich).
L(z,2') = (z|L|2'),  L'(z,2') = (z|L'|2'),  (2|L|2') = (2/|L7|z)"
Li(z,2") = {L(z', 2)}". (2.7)

Operator ist selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt:

— T . . .
L=Lf dn { L=1L" der Operator ist formal selbstadjungiert,

= o L =L, der Operatorbereich ist selbstadjungiert.

2.2.1 Beispiel 1

Im Intervall 0 < x < 1 operiert L = a(z)d?/dz? auf Funktionen u(z); £ sei durch u(0) = 0,
u’'(0) = 0 (sowie natiirlich quadratintegrierbare Funktionen u(x), Lu(z)) definiert. Man ermittle
Lt

O/U*(x)Lu(ac)d:c
1 1
- /v*(x)a(x)di;;(f)de/v*(x)a(x)d {dz;f)}
0 0
du !

*

/U(z){ i [a*(x)v(w)]} dr + u'(1)v" (Da(1) — u(1)[a’ (v (1) + a(1)o™ (1)]

da?
0
- /u(x){LTU(I)}*d;p.
0
P . _ 1) —
L f@[a ()...], L£': v1)=0, (1)=0. (2.9)

Es gilt LT # L, £ # £; somit ist L nicht selbstadjungiert.

11



L(z,2") = a(x)d" (2" — z) = a(x) di?’Q 5z — x). (2.10)

Durch Anwendung von Gl. (2.7) konnte man daraus die Matrixelemente des adjungierten Operators
und aus

Liv(z) = /LT(CE,;C/)U(.T/)dCL'/
schlieBlich wieder L selbst erhalten.

2.2.2 Beispiel 2

In 0 <2 <1selL=0b(x)d/dx gegeben, £ durch u(0) — 2u(1l) = 0. Da hier ein Operator erster
Ordnung vorliegt, geniigt eine einzige RB. Man ermittle L'

I
o
e
—
=~
e
[~
—
QL
=

It :_%[b*( Vool LT b(1)er(1) — 26(0)0*(0) = 0. (2.11)

2.2.3 Beispiel 3

d? d

L' = la"(@).. ] = (@) ]+ (@), (2.12)

2.3 Gewichtsfunktionen. Operatoren im erweiterten Sinn.
1 d d _ pl@)d 1 dp(x)d
s [P | e =R - s

r(z) dz?  r(z) dz dz
Durch Vergleich mit Gl. (2.1) sieht man, wie a, b, ¢ mit r, p, ¢ zusammenhéngen.
r(x) sei eine reelle, positive Funktion.

+q(). (2.13)

/|x>r(a:)dx<x\ =1, (ze)) = 5(”;(;/) - 5(‘:(:6/;”'). (2.14)

12



= [|z)yr(z)dx(zle) = [ |x)p(z)r(z)de,
<@|w> <¢|s0> <<,0|1\¢> f<¢|x> (z)da(z|p) = [@*(x (z)dz, (2.15)
(le) = [le(x)

(z|Llu) = (z|g) = (x|LL|u)

= Lu(z) =g(x) = /(:U|L|x'>r(x’)dz’(x'|u> = /L(x,x')u(:r’)r(x')dm'. (2.16)
Glg) = L7'g)=lu),
(@lGlg) = (alu) = u(w) = Gigle) = [ Gl a)gla)r(ao)dzo. (2.17)
LG=1 oder (z|LGlro) = (z|LIGlzo) = (aluo),
d.h.
/(x|L|az’)r(m’)dw’(w’|Q|x0) = /L(m,x’)G(w',wo)r(x’)dm’ = LG(z,z0) = O — xo),
r(zx)
also
LG(x,x0) = 6(x — z9)/r(x). (2.18)
(v|Llu) = (ulLv),
(u[LLlu) = (u|LL"]v)",
2.19
Jole)r@pdeieizh) = {f{ula)r(@ds x|L*\v>} , 219
[v*(@){Lu(z)}r(z)de = [u(x){LTv(z)
GL=LG =1, also L'G' =G'L' = 1.
L'GT =1 oder (z|L'G'|zo) = (z|LTIG |x0) = (x|zo),
/<x|LT|x) (' |GT20) = /LT (z,2")GY (2!, z0)r(z")dz’ = 6(x — x0)/r(x),
LG (x,x0) = 6(z — x0)/7(x). (2.20)
G(z,10) aus L, Gt (x,z0) aus LT.
Gl (2, x) = {G(x,2")}". (2.21)

Mittels Gl. (2.19) wird zu L in der Form Gl. (2.13) der adjungierte Operator berechnet. Der zu ¢
adjungierte Anteil ist ¢*, weil offenbar

/ v (@) {g(z)u(@) r(z)ds = / w(@){q* (@)v(@)} r(z)dz. (2.22)

13



Fiir den ersten Anteil von Gl. (2.13) gilt z. B. im Bereich 0 < z <1

1
/v* {Lu}rdx
0

1 1
_/*lidjd__/*d%__*%
vrdx pdx rar = v pdac o Updac

0 0

[ dv du '
/pvdu—v*p—u
0

1

1+/dv* @dm
0 d:cpd:c
0
1 1
U —/ui dv” da:—v*d—u
0 dzx pdx pda:
0
1 * 1
[of 2 (VY e (1 et
u rdx pdaz rarTp udac Uda:
0

= [u{lo} rdo + K o* (@), ula)]l

0
1

1
= /u{LTv}*rdx—i—/diK(v*,u)dx. (2.23)
T
0 0

_dvr
dzx dmo_pd;v

0

=

K (v*,u) wird als Konjunkt oder bilineare Kovariante der Funktionen v*, u bezeichnet:

odu A0 ] . (2.24)

K(v*,u) = K((v]a), (z]u) = —p(z) {U du 2

Fiir den adjungierten Operator (siche Gl. (2.5)) muf} der letzte Term in Gl. (2.23) verschwinden.

1 1
(v|LJu) = <u|LT|v>*+/%K(v*,u)da: mit /de:o. (2.25)
0 0
1d d
L=—-2(p% il
L rdx (pdx) tq Treel, (2.26)
u(xz) aus dem Operatorbereich £ (oft mit homogenen RB)
1d d
=2 () 1 g il
Lt rdx <p dx) +a, Treel (2.27)
v(x) aus LT, definiert durch K(v*,u)\é =0.
v*(z){Lu(z)} = u(x) {LTU(IE)}* + r(lx)ij(v*,u). (2.28)

Daraus entnimmt man fiir das Konjunkt:
1. K(v*,u) ist eine Konstante, wenn u, v Losungen von Lu(x) = 0, LTv(x) = 0 sind.

2. Ist L = LT (formal selbstadjungierter Operator), so ist K (v*,u) eine Konstante, wenn u, v
Losungen von Lu(z) = 0, Lv(z) = 0 sind.

3. Ist L = LT, so ist fiir linear abhzingige reelle Losungen von Lu = 0, Lv = 0 (d. h. u = const-v)
das Konjunkt K = 0; das sieht man durch Einsetzen in Gl. (2.24).

14



2.3.1 Operatoren im erweiterten Sinn

L;, gegeben durch L, Lr; L operiert auf w(z) aus Lr;
L, gegeben durch L, L; L operiert auf u(x) aus L;
L gegeben durch LT, £T; L operiert auf v(z) aus L.

Wegen GI. (2.25) gilt
(vILu) = WILT|o)" + K (" u)ly, K (" )]y =0.

(olLslw) = (IL'|)" + K (v, w)lg, K (0", w)]g # 0.
Operator L, definiert durch:

(V|Lew) = (w|LTo)* = (v]Lslw) = K (v*,w)]g -

LG=I1=GL,
Ansatz:
Ly=L. +L,
(| LoJw) = (|Ljw) — K (v, w)|y,
(v[LeJw) = (v|L;|w) — (v|]Ly|w
= (v[Lsw) + (v]s),
(W Lyw) = —(v]s) = K ((v]z), (z[w))],-

2.3.2 Formal selbstadjungierte Operatoren

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Fiir r(x), p(z), q(z) reell gilt L = LT, (formal selbstadjungiert); impliziert nicht L = LT, da u(z)

aus £, aber v(z) aus £', und im allgemeinen £ # LF.
Als Bereich £ wihlt man immer homogene RB. £ aus

du dv*\ |* R o
* 1 _ * _ _ d _
K", u)lp=-p (U dr udx> =P u dj =0
dx 0

Wronskische Determinante; sie verschwindet, wenn u(z), v*(z) linear abhéngig.
L = LT gilt fiir (= selbstadjungierte Randbedingungen)

1. Homogene RB 1. Art: u(0) = u(1) = 0.
2. Homogene RB 2. Art: «/(0) = /(1) = 0.

(2.35)

3. Homogene RB 3. Art: u(0) + ¢1u/(0) = 0, u(1) 4+ cou/(1) = 0. Die Koeffizienten ¢, ¢o sind

reell.

4. Periodische RB mit der Einschrinkung p(0) = p(1): v(0) = u(1), «/(0) = v/ (1).

Homogene Anfangsbedingungen sind nicht selbstadjungiert: Fiir £ mit «(0) = «/(0) = 0 erhiilt

man £ als v(1) = /(1) = 0.

15



2.4 Inhomogene Probleme mit inhomogenen Randbedin-

gungen
L;wy=|g), d.h. Lw(z)=g(z) mitw(z)aus L. (2.36)
Bekannt sei:
Liu)y = |g), d.h. Lu(z) = g(x) mit u(z) aus L,
GL = LG=L'G'=G'LT =1,
LG(z,z9) = 6&(x—xg)/r(x) mit G(x,x0) aus L beziiglich z, (2.37)
LTGY(x,20) = 6(x —20)/r(z) mit G (x,2¢) aus L beziiglich x, '

Losung des inhomogenen Problems zu homogenen Randbedingungen (beachte G (2, x) = {G(x,2')}*):

u) = G|g> d.h.
u(z) = G(x,x0)g(x0)r(xo)dzo = [ [GT(z0, )] g(x0)r(xo)do.
[ [

Li|w) = |g) = Le|w) + Ly |w). (2.38)
Die formale Losung (GL, = I):

lw) = Glg) — GL,|w). (2.39)

w(z) = (zlw) = (z|Glg) — (z|GL, |w). (2.40)
Die Bedeutung der Klammer (z|GL,|w) folgt aus Gl.(2.34), indem man statt (v| den Bra (z|G
einsetzt und im Konjunkt anstelle der Variablen x (die bereits in (|G verwendet wurde) eine
Variable x( setzt:
To=1
—(@|GL|w) = = —K ((z|G]xo), (wo|w))y=

CE()—O

— K [Gla,w0) w250 (2.41)

:E():O

Differentiationen im Konjunkt erfolgen nach der Variablen x(. Lésung des inhomogenen Problems
zu inhomogenen Randbedingungen:

1
/G @, 20)g(x0)r(w0)dwo — K [G(x, 0), w(wo)][2°Z, - (2.42)
0

Sonderfall: Lju) = |g) mit u(x) aus £ ist im allgemeinen nicht losbar, wenn das Problem

L'|v) = 0 eine nichttriviale Losung v(z) aus £T besitzt. Aus L|u) = |g) folgt dann nimlich
(v|Llu) = (v]g) = (u|Lv)* = 0. (2.43)

Eine Losung existiert nur dann, wenn ,zufillig® (v|g) ebenfalls verschwindet (Orthogonalitit von

lg) und [v)).

2.4.1 Beispiel

Man lose
3 d*w(x)
dx?

L;: L=—-d*/dz?, Lr: w(0)=w, w(l)=w,
L: L=—d?/dz? L: u(0
T

=g(x), 0<z<1, w(0)=wy, w(l)=mw. (2.44)

L': Lt=L=-d%/d? L



_dZG(x,xo)

Ip2 =d(x —xz9), G(0,29)=0, G(1,z9)=0. (2.45)
T

| (1 —2) 0<xp <,
G(x, o) —{ 2(1—20) z<a30<1. (2.46)

o —0]

K [G(z,20), w(wo)][70=o =

o =0 —
0G (z,x¢)
8x0
0G(z, xo)
8330

0G (z, o)
5350

— |Gz, D)w' (1) — w(1) + | G(x,0)w’ (0) — w(0)

270:1
OG (z, xo)

= wl
61}0

— W
ZE():].

o =0

0 0
wq a—xo[:v(l — zp)] — wo a—xo[xo(l — 1)) e

= —wiz—we(l—2x). (2.47)

$0:1

1
w(z) = /G(w, x0)g(xo)dxg + wo(l — x) + wiz
0

1
= /aco(l —x)g(zo)dxo + /x(l — x9)g(xo)dzo + wo(l — ) + wya. (2.48)

xT

2.5 Berechnung der Greenschen Funktion

LG(x,x9) = Oz — o) = L d {p(a:)

3 d dG(z, o)
r(zx) r(z) dz

dx

} + q(z)G(z, x0). (2.49)

G(z,x0) aus L (homogene Randbedingungen). G(z, x) ist stetig mit Sprung in der ersten Ablei-

tung bei z = xg.
r=xo+€
=1. (2.50)
T=To—E&

d
lim {—p(x) 4G(@; 20)
G(z,z) ist auler bei z = x( eine Losung der homogenen Gleichung LG = 0.

e—0 dx

2.5.1 G(z,xo) fiir ungemischte Randbedingungen
e hy(z) ist irgendeine Losung von LG = 0, welche die homogene RB bei z = 0 erfiillt.

e ho(x) ist irgendeine Losung von LG = 0, welche die homogene RB bei z = 1 erfiillt.

R0 = { i) et 251

stetig, auler bei = x¢ ist LF(z,z9) = 0, homogene RB. Der Sprung der ersten Ableitung ist
. dF
o) P dx

G(z,z0) =

dj
pdx

r=x0+€

—zo— } = —p(w0)[h1(z0) R (x0) —ha(z0)h (20)] = K (hu, h2)|w:wo :

hl(.’b)hQ(l'o)H(.’EO — SU) + hl (l'o)hQ(l')H(l' — $0)
K(hl’hQ)‘ ,

=0

0<zp<1. (2.52)
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Beispiel

_% = 5($ - xo), G(O,xo) =0, G(l,xo) = 0.
Z;g;zf*x K(hi,hg) = (1 —2) —z(-1) = 1.

G(z,z9) = x(1 — x9)H(zog — x) + zo(1 — ) H (x — x0) 0<zy<1.

2.5.2 G(z,x) fiir gemischte Randbedingungen
Ansatz:

hi(x)ha(zo)H (xo — x) + hi(xo)he(x)H(z — x0)

G(z,20) = c1hi(z)+caho(x)+ K(hi,hs)|

=0

c1, c2 aus den homogenen RB, hy, hy beliebig mit Lh = 0.

Beispiel
2
_ &G ) _ o(x —w0), G(0,20) =0, G'(0,29) =0
dx?
hi(z) =1 ==
hao(x) =z K(h17h2)|m:z0 -

G(x,xg) = c1 + cox — 2o H (xg — ) — xH(x — x9)

c1+ coxr — xg 0<x <z,
c1+cxr—=x To<x <1

Homogene RB:

G(O,Zo) =0= C1 — Xy,

G,(vao) — 0= ca, } d. h. Cc1 = X, Cy = 0.

Ergebnis

0 0<z <z
To— ro<z <1

G(z,z0) = { } = (20 — 2)H(z — 20), 0< o< 1.

2.5.3 Die Berechnung von G(z, () mittels Fouriertransformation

Methode ist vorteilhaft bei kausalen GF.

Beispiel
d*G
—% =§(x —x0), G(0,79) =0, G'(0,79)=0.
4772f2GF(f7 l’o) = e_QTrjsza
GF(f7 IO) = %"}éfﬂfo)’
Gla,mo) = [17 =eEdm=elldr.

Losung ist sinnlos: Integrand in der Umgebung von f = 0:

exp[2mjf(x —x0)] 1 N jl@—m) (z-— 79)? n
42 f2  4m2f? 21 f 2
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f-Ebene

- P

Abbildung 2.1: Zur gewiinschten kausalen Greenschen Funktion fithrender Integrationsweg C fiir
das Integral Gl. (2.58) in der komplexen f-Ebene

)
C
G(z,xz0) =0 fir = —1x9<0, (2.61)
?{ = 27j ZResiduen = QWjM =1z9—x=G(z,z9), x—xzo>0. (2.62)
2w

2.5.4 G(x,x) fiir Differentialgleichungen erster Ordnung

d

Lw(z) = % + jkow =0, w(zy) =wy #0, z1 <z <z, (2.63)

Loésung nach Gl. (2.42)

w(z) = — K[G(z,20), w(zo)][ 50—y, - (2.64)

W + jkoG (2, 20) = 0(z — x0), G(z1,20) = 0. (2.65)
- 0 1 <z < o,

G, o) = { cexp(—jkox) o < x < T9. (2.66)

gijg%) { G(x7x0)‘a?:z0+6 - G(‘/I;) xo)lz:mo—g} = 1 = ce—jkoxo' (267)
. 0 1 < x < x9,

Gz, z0) = { exp[—jko(x — x0)] o <z < Ta. (2.68)

Fiir das Konjunkt kann jetzt nicht Gl.(2.24) verwendet werden. Man geht auf die allgemeine
Definition Gl. (2.25) mit r = 1 zuriick:

T T2 T2 T2
d

/v*Ludm = /v* (d +jko> udxr = /v*du—i—/jkov*udx
x

x1 1 z1 Z1
xo d N T2 T2 d *
= v*ul?? —/u Y dx—!—/jkov*udx:/u —— —jko vy dx+ viul??
o dz dz o
1 T Tr1
T2
_ .0 * T2
= /u{L v} der+ K(v )] (2.69)
T
L' = o —jko, K(v*,u)=v"u. (2.70)
x

w(r) = — Gz, 10)w(x0)|2°=2 = —G(z, 22)w(T2) + G(7, 21)W(21)

To=T1

= Gz,z1)w(r1) = wle_jk‘)(m_“), T > T (2.71)
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G(z,m0) = { xp[=jko(w —o)] x > To,

0 T < Zo
,Propagator*.
GF mittels Fourier-Transformation:
—j(k = ko)Gp(k,zo) = el (2.72)
i EXpJR(ZTo — X
= k gke 22 = f RV gk 2.73
Glaa) = [ Grlhaye e Gh =~ [ SEIEE (273)
— 00 —o0
A k-Ebene
i 0, SR
T *
ko

Abbildung 2.2: Integrationsweg C fiir das Integral Gl. (2.73), der zur richtigen Greenschen Funktion
fiihrt

1
j{ = 27 Z Residuen = —27j [—Z,ejk"(x"_x)}
mJ
—  iko(mo—z) _ G(.T, 31‘0), T > Tp. (274)

Damit ist der Propagator gefunden.
Die richtige Losung ohne ,, Probieren:

Gr(k,zo) = jelk@o p ( ) + jedkmocs(k — ko). (2.75)

k — ko

¢ muB} so bestimmt werden, dafl die GF

+oo
ke dk
G(‘T7IO) = / GF(]C,IE())B gk %
- J ik(zo—2) 71 JC _jko(zo—z) 9
2 P<kj—ko>e +27T€ (2.76)
—o0
die RB erfiillt.
g 1 ]
G((E,xo) = e]kU(CLU_‘L) |:_2sgn(.’l,'0 - J;) + ;;:| . (277)

Fiir die RB G(x1,z9) = 0 ist wegen 1 < = < z und somit x < x der Funktionswert sgn(zo—x) =
1, und somit folgt aus Gl. (2.77)

jc 1

Je _ 1 2.

2r 2 (2.78)
. 1 1

G(x, ) = e/Fol@o—2) [2 - isgn(xo — x)] . (2.79)

Dieses Ergebnis ist mit Gl. (2.74) identisch. Das Integral in Gl. (2.76) wird folgendermafien berech-
net:
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1. Man substituiert die neue Variable v = k — kg.

2. Man verwendet die Definition des Hauptwerts Gl. (1.29).

3. Man schreibt statt sin[v(xzg — )] den Ausdruck sin[v|zo — x|]sgn(zo — ).
4. Man substituiert u = v|zg — z|.

5. Das Integral [ sin zdx/x hat den Wert 7 /2.

Man erhélt:
. +oo 3 “+o0
J P 1 eIk(@o—2) g1, — Lejko(ﬂfo—-”f) / P l edv(@o—a) g,
27 k— ko 27 v
_ L kotwo—a) iy, [ SIRM0(E0 — )]
T e—0 v
€
= ——"0WP0 " gon(zy — ) lim du
s e—0 u
elzo—z|
1 +oo 1
= ——ME P sgn(zg — z) / SN g = — = edko@o—)gon (0 — )
T
0

Damit ist Gl. (2.78) bewiesen.
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Kapitel 3

Eigenfunktionen

3.1 Entwicklung nach Eigenfunktionen

Llug) = Aglug),
L) =

fD)lug) = f(Ae)|ux)
(L)) = h(w)|or)-
(= L v Gl =
(A = p ) {ve|uw) = 0.
(vilux) = o0, k) = { gl(’; — k) 572 l(i;illizi%ierlich.
f<Ul|$>’I“(l‘ x‘uk f’Ul ( )dl‘ = 0k,
J{u|x)r(z)de(z|ug) = [v*( k,x)r(x)dr = 6(1 — k).

o) =3 luxhan.+ [ Jus)a(k)ak = ¥|uk>a<k>dk,

k
)= _v)Bi+ [ [v)BD)dl = )| |v)B(l)dl
¥ zz: 1)P1 / I i 1

. o ) o l diskret,
(uile) = ¥(vl|uk>a(k)dk B ¥5(l’ F)a(k)dk = { a(l) I kontinuierlich.

o) = 3 juuelg) + / |uk>dk<vk|so>—¥|uk>dk<vk|so>,
k

lp) = lo)(uile) + [ ondl{wle) = Y [vi)dl{ule),
¥ Zz: 1)\ur|p / 1 ¥ 1 I e

B NPT Yr(x')da' k diskret,
(ol = /<Uk‘z Jr(@)da’(z'le) = { ka ()r(z")dx’ k kontinuierlich.
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¥|uk>dk<vk| = Yl el + [ fuuddi{on] =
k
z|vl>dl<ul| =3 furdul +/|vl>dl<ul| _ I
1 l

o(x — ') (5(1‘—96)
r(x) (z)

_ i “(ky ') dk = Zuk /u(k,x)v*(k;,x’)dk;
Yo

v vl(x)ul (') + /v(lw)u*(l, x')dl.

l

5z —2")

-/
= ;uk x /vk ')z’ )r(az')dm'+/dku(k:,x)/v*(k,x’)@(m’)r(m’)dx’.

3.1.1 Speziell fiir Hermitesche Operatoren geltende Beziehungen

(up| Llug) = Ne(up|ur) = (up|L ug) = (up| LT ug)*

<<P|L‘<P> _ 2
ol T OE):

3.1.2 Beispiel fiir Eigenfunktionen
L: L=-d*/de*; L: u(0)=0, 4 (0)=u(l).

K@*u)l, = u(1)v™*(1)—v"(1)u'(1) — u(0)v™(0) + v*(0)u'(0)
= u/'(0)0™(1) — v"(L)u'(1) + v*(0)u'(0)
o (0)[v*(0) + v"*(1)] — o/ (1)v* (1) =0

L' Lt =—d%*/ds® LF: v*(1) =0, v*(1) = —v*(0).

u +Au=0 Differentialgleichung,
u(z) = C'sin(zv/\) Losung fiir u(0) = 0,
VA = sinvA Eigenwertgleichung fiir «’(0) = u(1).

uo(x) = x, Ao = 0.
V Ak = g + 3B, ug(z) = sin[z(ax + j6k)],

aj = sin g, cosh By, B = cos oy, sinh Fy.

v +puv =0 Differentialgleichung,

v(z) = Csin[(1 — z)/1] Loésung fiir v*(1) = 0,

(V)" = sin(y/m)* Eigenwertgleichung fiir v*(0) = —v™*(1).
[sin(a + jb)]* = sin[(a + jb)*]

w) = 1-= o =20 =0._

v(e) = sin[(l —z)(x —jBK)],  (VER)" = VA = ok + jB5-

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)



Jy wg@uo(e)dz = J3 (1 - w)ade = &,

fol vf (z)ug(z)de = fol sin[(1 — z)(ay + 78;)] sin[z(ay + 78k)]dz

= [l — cos(ar + jBr)|0k.

w(z) = =, vo(z) = 6(1—x),
2

up(z) = sinfr(ox +jBk)],  w(r) = 1 — cos(ax — jBk)

p(x) = uo(x){volw) + 252, ur(@)(vilp),
(volg) = [, vi(x ) (z)dz = [, 6(1 — 2)p(z)dz,
o) = ob(e)plo)de = 1 RO o)

3.1.3 Beispiel zur Entwicklung nach Eigenfunktionen

L: L=—d?/dz?, L: u(0)=0, u(r) =0,
L': L=-d*/dz?  L': 0(0)=0, v(r)=0,

2
uk(x):\/;sin(lm), k=1,2,3,..., =k

Sz —a)=> % sin(kz) sin(ka').

k=1
pl)=2(m—2) 0<z<m dh p(0)=m/2 er)=0
T+ 0o
o(x) = /6(m — 2 )p(x')dx' = Z % sm(kx)/ ;(7‘(‘ — ') sin(kz")
0 k=1 0
®(x)
A

—1\ m
--1/2

7 cos(m()

1O ="5e

24

} d.h. L=L"

oo .
Z Sln

k=1

(3.23)

sin[(1 — x)(ax — 58k)]-

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Abbildung 3.1: Darstellung der Funktion ¢(x) von Gl. (3.28), welche fiir Werte z < 0 geméfl der
Reihe von Gl. (3.29) als ungerade Funktion fortgesetzt wurde

(3.30)



lim mwcos(m() lim 7 cos(m()

¢(—k sin(m¢)  ¢—ksin[(¢ — k)7 + k7
~ lim 7 cos(m()
~ (—ksin[(¢ — k)] cos(km) + cos[(¢ — k)] sin(kn)
. m . T
QR e [yl L P e N popy S
= lim ! ! = lim

ok (—k1-0[((—k)? (=kC—k

P _27er sin(n¢) ¢

() = Z singckm) 1 7 cos(m() sin(Cx) ac, (3.31)

c-Ebene

Abbildung 3.2: Integrationsweg fiir das Integral von Gl. (3.31) in der komplexen (-Ebene

1 [ wsin(7¢) cos(Cx)
2mj / sin(7() ¢

d¢ =0,

 w~sin(kz) 1 mwsin[¢(z — )]
ol =3 tbe) L [otnlele -l

Cy

(3.32)
k=1

-5-4-3-2-101 23 45

Abbildung 3.3: Der Integrationsweg lings der nicht geschlossenen Kurve C; ersetzt den Integrati-
onsweg C von Abb. (3.2), siche das Integral von Gl. (3.32)

/:_]D_j. (3.33)
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EDBA

Abbildung 3.4: Das Umlaufintegral lings Co verschwindet; es enthélt als Bestandteil das Integral
langs des in Abb. (3.3) gezeigten Weges C;

D ™ .
infeed®(z — ,
oy e,
e—0 eel? sin(meel¥)
B
JP(p — ) —
T (;E ) " dy
e—0 meelP — ...
0
= —j /(w —m)de = —jn(x — 7). (3.34)
0
G
[ nito— e
Csin(mC)
7 etta=m) _ g=icta=m) g
- / eIt — et
G ity G oico-2m) g
- errrdg et TG (3.35)
S -1 ) c@o)
F
Z sin(k (r—1z), 0<uz<2r. (3.36)
=1

3.2 Die Spektraldarstellung von Operatorfunktionen
g} = iuwdkwg jm difulg),
FLg) = if Y i) dk{vel) =¥uk>f<xk>dk<vk|g>, (3.37)

LD n)difulg) = D Jon) fu)dulg).
i l 1 i 1 l l

F(LD)lg)

26



fDgle) = Y u@lf ) [ vileo)g(aor(zo)dan,
k

FIhg@) = 3w ) / i (20)g o) (o) do.
l

fL) = iuwf()\k)dk(vkh

fFILh = o) f ()l (-
Zli 1)) (i !
/|uk>6()\k — A)dk(vi| = (Definition) = §(L — AI).

F(L)d(z — o) Zuk FOr)vi(zo)r(zo),
FLNo(z — ) = sz( ) () g (2o)r (o).

l

3.2.1 Inversion von Operatoren

Lip) =1g9)
Llug) = A|ug), L) = pulw).

i |uk dk Ukl
|ug)dk(vk|g) dk Uk|9
lp) = :

plx) = z (z)dk [ v ( x;k g(xo)r (mo)dxo.

G(z,z9) = (z|G|xo) = ¥1WW€1M
Ak

3.3 Grundgedanke der Storungsrechnung

Llug) = Melug), L=L" d.h. No=pp, |ug) = |vg).
Li|w) = Blw), |w)=? B =7

Ly=L,+L.

(Le + Ly)|w) = Blw).

Ly|w) = Xk: luk) (uk| Ly |[w) = (BL — L. )|w).

(ug|Lq|w
|lw)y = (8L —L,) Z|uk Wug|Ly|w) = Z| (kL [w) .

B— Ak
un|L |w uk|L |w)
w) = +
o = o T 57 g
Uk\L |w)
- un + )
| ;l B— Ak
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(3.39)

(3.40)

(3.41)
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lwo) = [un),  BY = A,

ug|Ly|w, v
[wp1) = lun) + Y fux) 6?”') 2 >, BYH = Xy 4 (un|Ly|wy). (3.54)
k#n
“k|L |un) (1) _
lw) = |un) +§| NN, BY = A 4 (un|Ly[un). (3.55)
) = un) +€lg), (3.56)
{elLlp)
= A+ O(2). (3.57)
{ele)

3.3.1 Beispiel zur Stoérungsrechnung
L: L=-d*/de*=L" L£=L": wu(0)=u(l)=0.
up(z) = V2sin(zvAg) = V2sin(knz),

A= (k)2 k=1,2,3,... (3.58)
L,: L=-d*/dz®, L;: w(0)+aw'(0)=0, w(l)=0. (3.59)
e duy A
lafu) = K fri(o) @) 2 = (v —uifE)|
= —kmvV2w(0) = krav2w' (0). (3.60)
(ug|Ly|un) = kray/2ul(0) = 27%kna,
(ui|Li|un> = 2n*n?a. (3.61)
1) = hn) + 3 k) s, ) = (14 20). (3.62)
i
3.3.2 Naiherungen fiir Eigenwerte
L: L= —dz/d$2 L: u(0)=u(l)=0, L=0L", (3.63)
1 ap d _
o # fx ( dr ) 7 _ Jy o - =) =10 = A+ O(?). (3.64)
Jo lo(z)|2dx fo 22(1 — x)2dz
3.4 Beziehung zur Schrédingergleichung
Lu(x) = Au(z), L:homogene RB, L = f%% < di:) +q (3.65)
dy(€) |
de2 +[A = Q&)]y( (3.66)
1 d>yrp
umz%f, &= /\/7d:£ Q= 7 d\? . (3.67)
y(&) = ¢ #exp +j / VA= Q(2)dz] . (3.68)
- Q) I
y(€) = exp[jEV/A]. (3.69)
u(z) = 7 [ijﬁ/\/de}. (3.70)
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Anmerkung

b
lu) = A\G|u), u(z) = /\/G(x,oso)u(xo)r(xo)dxo. (3.71)

a

3.5 Die Greensche Funktion G)(z,x)

Llug) = Aglug), L: L, £ (homogene RB), (3.72)
Lf|v) = ulw), Lt Lt Lt -
Gy=(L-A)"" dh (L-A)Gy=1, (3.73)

- ) dk (v | ug ) (vi| |ug) dk (v |
(L an)t = Sk _/
Gy = (L= ¥ Ak — A ZA—)\k A—Ak)
y (3.74)

_ B up(2)vi(zo) u(k, z)v*(k, zo)
Gl a0) = {alGyfan) = = 3 #EE - [

1. Bei A = A\; hat G einen Pol erster Ordnung. Aus der Lage der Pole erster Ordnung von G
erhilt man das diskrete Spektrum des Operators L (und damit wegen p, = Aj auch das von
L.

2. Die Residuen von G bei A = A; haben den Wert —uy(x)v}(xo); daraus kann man die

Eigenfunktionen von L und LT ablesen.

3. Das kontinuierliche Spektrum A = A(k) (falls vorhanden) fiihrt zu einem Verzweigungsschnitt
von Gy. Ist L = LT, so sind die Eigenwerte reell und der Verzweigungsschnitt liegt auf der
reellen Achse der komplexen A-Ebene.

S FGAN = =X (vl = [ fur)dk(o] — L
277 $ Galw,mo)dh = = uk(@)vi(wo) = [ ulk, )" (k, wo)dk — #5550 7
= [u(k,z)v*(k,zo)dk — 6(701(;:)0)'

3.5.1 Beispiel zum diskreten Spektrum
2
(_dd:cQ — )\) Ga(z,z0) = 0(z — o), GA(0,19) = Gr(1,29) =0, G, aus L. (3.76)

hy(z) = sin(zVX), hy(z) = sin[(1 — z)V/A]
K(h1, ho)l,_y, = (hohy — hahb)|,_, =V Xsin VA

sin(zv/A) sin[(1 — zo) VA H(x — )

Galmm) = VAsin v/A
sin(zoV/\) sin[(1 — )V N H (z — x0)
+ TR . 0<azo<1. (3.77)
G - sin(zv/\) [sin v/ cos(z0v/A) — cos VAsin(zovV A H (zo — )
g VAsin VA
+sin(xoﬁ) [sin v/ cos(2v/\) — cos v Asin(zv )] H(z — xo)
Vsin VA .
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sin(zv/\) sin(zoVA) cos VA
VAsin VA
sin(zv/\) sin(zoV/A) cos VA A sin(zv/A) sin(xov/A) cos VA

G = reguldrer Anteil —

= 1A - = T.A.
VAsin[(VA = k) + kn] VAsin(v/A — kr) cos(kr)
— in Polnihe ~ r.A. — sin(kmz) sin(kmxo) LA sin(kmx) sin(kmxo)
krsin(vV\ — kr) Er(vVA — k)
LA sin(krz) sin(knzo) (VA + k) A 2sin(kma) sin(kmaxo)
- k(A — k2n2) - A—k2n2
%G,\ x,x0)d\ = ZQsm krz)sin(krxzg) = §(x — xo), (3.78)
k=1
ug(z) = vi(z) = V2sin(krz). (3.79)

3.5.2 Beispiel zum kontinuierlichen Spektrum

L=L'" L=-d*/dz* L: wu0)=0, /\u|2dx < M.

<_jx22 — )\) GA(:U,‘TU) = 5(x — xo), GA(07x0) =0, GA(OO,xO) =0. (3.80)
hi(z) = sin(zv/), K(hy,ho)l,_,, = (hohly — hihb)|,_,. = VX, (3.81)

ha(z) = exp(jav),

sin(zv/A)ed*VAH (29 — x) + Sin(moﬁ)eﬂﬁH(x — )

Gy(z,x =
A, o) 7
ej(I+I0)\/X ej($0*w)\/XH ej(ZF*CUO)\/XH
= — Ty — ——FH(x — x9). 3.82
2jVA A e ava ) (352
e<p<2m—e fir w(\)=VRe/? .. —VRe /2, (3.83)
mte<p<dm—e fir wy(\) =—VRe?. . VRe /2, (3.84)
37 %GA x,x0)dA =0 = /u(k,x)v*(kwo)dk: —(x — x0). (3.85)
D
0= /GA(x,xo d)\Jr/G)\ x,zo)dA. (3.86)
A C
GE\+)(x,x0) = }1_1{(1) Gi(z,20)[\=pyjr» =0, oberes Ufer, (3.87)
G(;)(x,:ro) = lim GA(x,w0)|>\:R7jr, R >0, unteres Ufer. (3.88)
%GA (z,z0)d ! [G(H(x xo) — G(f)(a: x0)]dR. (3.89)
27r] 2 ] A ’ A ’

(+) sin(mﬁ)ejxo‘FH(xo — 2) + sin(zoVR)eI"VEH (z — 2)
GA (l‘, 1‘0) = )

| VR |
sin(—2zvR)e 1*0VEH (2o — x) + sin(—zovVR)e 7*VEH (x — 1)

(—VR)

(3.90)
G (z,20) =
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p=2r-¢ =€ Funktionswerte wl(x)

o A —

positiv reelle A-Achse

T =\
o=4r-¢ p=21+¢€ Funktionswerte wz(x)

Abbildung 3.5: Die beiden Blitter der komplexen A-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w = v/\ aufgetragen sind; fiir X ist A\ = Rexp(jp) gesetzt

1

1 (o ) _ . .
o7 [G/\ (x,20) — G, (x,xo)} = Rsm(x\/ﬁ) sin(zoVR), (3.91)
R = k>

0—1%Gd)\—/oo\/5'(k )\F'(k )k (3.92)

= o A = —sin(kz)/ — sin(kzo)dk. )

0

20
f/sm(kx) sin(kxzg)dk
™

0

_ 7/ |:e27rjn(z+:z:0) +€727rjm(x+x0) o 627rj/{(x7x0) . 6727rjn(xfzo):| dr

0
—+o00 +oo
— / 62ﬂjn(z+mo)dli+ / 627Tjn(x7xo)dlﬁ
= §(x —x0) — 6(x + ). (3.93)
2 [
0(x — x0) = 0(x + x0) + f/sm(ka:) sin(kxg)dk. (3.94)
T
0
2 o0 —+o0
g(z) = g(—x) + ;/sin(kx) [/ g(xo)sin(kxo)dx()] dk. (3.95)
0 —0o0
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A-Ebene

— P
\\\\\\\\\\\\\\“‘T : C

Abbildung 3.6: Integrationsweg fiir G von Gl. (3.85) in der komplexen A-Ebene. Er liegt im ersten
Blatt der A-Ebene mit € < arg A < 2m — ¢

e

Abbildung 3.7: Die beiden Blétter der komplexen A-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w = v/A aufgetragen sind.
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Kapitel 4

Partielle Differentialgleichungen

4.1 Deltafunktionen in mehreren Dimensionen

oxq Oxy
651 e 657»
ox;
D = det 3 L = .
gj o, oz,
961 0&n

/dT://.../dmldajg...dxn://.../|D|d§1d§2...d§n.

Fall 1: Im betrachteten Punkt gilt D # 0.

5(561 - I10)5(I2 - LEQ()) e 5(1‘n - l‘ng) = 5($1 - Iio)

= |,%|5(§1 —£10)0(&2 — &20) - - 0(&n — &no) = ﬁ(;(& —&io)-

Fall 2: Im betrachteten Punkt ist D = 0.

Dy, ://.../Dd§k+1d§k+2...dfn.
1

6(zi — i) = mfs(fl —£10)9(&2 — &20) - - - 6(&k — Eo)-

4.1.1 Zylinderkoordinaten
T = pcosy, y = psiney, z=2z

cosp —psing 0
sinpp pcosp 0
0 0 1

D = =p, dV = pdpdpdz.

4.1.2 Kugelkoordinaten
x=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosv

sindcosp rcosdcosp —rsindsing
sin¥sing rcosdsing  rsintcosp
cosv —rsind 0

D=

33

=r?sind, dV = r?sinddrddde.
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4.1.3 Die 0-Funktion in Kugelkoordinaten

§(F—710) = d(x—x0)0(y—yo)d(z — 20)
L 5(r — 10)8(9 — 90)6( — o). (48)

r2sind

4.1.4 Beispiel fiir eine ignorable Koordinate
2m
Dy, = /r2 sinddp = 2mr? sin ¥
0

5(r — 10)3(9)

3(2)6(1)0(= — 20 Sy 70 "
Sy = IPIT

4.1.5 Beispiel fiir zwei ignorable Koordinaten

27 T
Dy, = /d@!r2 sin9dy = 4mr?,
3(F) = 6(2)8(y)d(2) = zi(r:)z (4.10)
+00 400 +00
/ SFAV = / / / 5(2)6(1)8(2)dadydz = 1
- OZ dro/dwo/j7£;)2r2 S

= /(5(7’)dr =1.

0—

4.2 Lineare Operatoren und Randbedingungen

+oo
/ i) {wi] = I
+00 +00 +oo
= / / / |x1, o, .. ) drrdas . . day (X1, 22, . ., Tnl, (4.11)
(rilrio) = O(x; —xio)
= 5(1’1 —1’10)(5(%2 —xgo)...é(l‘n —{En()). (412)
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lg) = Llu),

<xl|g> = g(l‘l)_g(‘rhx?w'-;xn)
= <.’E1|L|’LL> L’U,({I?Z) - U(iL’ y L2y, T )
= /<x1|L|x ydr'(z}|u) = /L @i, o) )u(z))dr’, (4.13)
L(x;,x)) = (z;|L|x}) 7L(:El,xg,...,xn,xl,xQ,...,x;),
(9lzs) = (@ilg)" = g" (@)
V-AdV = [divAdV = § A-é&dF,
/ J div g4-@ (4.14)
[dVV... = §dFé...
0;AidTr = ¢ Ajeido,
Joitidr = § Aiesdo (4.15)
[dro;... = ¢doe;...
. Den formalen Operator L, der auf Komponenten u(x;) = u(z1, z2,...,z,) von |u) operiert.

. Den Operatorbereich £, wodurch auf einer geschlossenen (n — 1)-dimensionalen Hyperfliche
fiir u(x;) bestimmte Randbedingungen festgelegt werden.

. Randbedingungen 1. Art (Dirichlet-Bedingungen): Dabei ist u(z;) auf der Hyperfldche ge-
geben.

Randbedingungen 2. Art (Neumann-Bedingungen): Dabei ist die Normalenableitung von u
auf der Hyperfliche gegeben, also e;0;u; fiir diesen Ausdruck verwendet man oft auch die
symbolische Schreibweise du/de (siehe auch den folgenden Kommentar).

. Randbedingungen 3. Art: In diesem Fall ist auf der Hyperfliche eine Linearkombination
u 4+ adu/de gegeben.

. Anfangsbedingungen (Cauchy-Bedingungen): Identifiziert man eine der Koordinaten (z.B.
x,) mit der Zeitvariablen, so kann auf einer Hyperebene x,, = const die Funktion u(z;) und
Ou/0x, gegeben sein.

dfu_@udm_ 5. _@
ds  Ox; ds GGt e
Ou/de = € - gradu.

. L = V? = 0%/02% + 0%/0y® + 0?/02% im dreidimensionalen Raum ist ein sogenannter
elliptischer Operator. Die Eindeutigkeit der Losungen verlangt Randbedingungen erster,
zweiter oder dritter Art.

L = V? - a%9/0t = 8%/02% + 02/0y® + 0%/92% — a®0/0t (der Operator der Wirmelei-
tungsgleichung) ist ein sogenannter parabolischer Operator. Die Losungen sind eindeutig
bestimmt, wenn fiir ¢ = ¢; an allen Raumpunkten (x,y, z) eines dreidimensionalen Bereichs
die GroBe u(x,y, z,t1) gegeben ist, und wenn ferner zu allen Zeiten auf der Hiillfliche dieses
dreidimensionalen Bereichs Randbedingungen erster, zweiter oder dritter Art vorgeschrieben
sind.

. L=V?%—(1/c?)0?/0t* (der Operator der Wellengleichung) ist ein hyperbolischer Operator.
Fiir eindeutige Losungen muf zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢; an allen Raumpunkten (z,y, 2)
eines dreidimensionalen Bereichs sowohl u als auch Ou/dt vorgegeben sein, ferner muf zu
allen Zeiten auf der Hiillfliche dieses dreidimensionalen Bereichs eine Randbedingung erster,
zweiter oder dritter Art vorgeschrieben sein.
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4.3 Adjungierter Operator.
Operatoren im erweiterten Sinn

(o] L) wywr+/amwﬂww

= (ulL'|v)* +%61Ki(v*,u)d0, (4.16)

mit /aiKi(U*,u)dT = j{eiKi(v*,u)dJ =0.

1. L ist gegeben durch den formalen Operator L, der auf Funktionen u(x;) operiert (die Kom-
ponenten von |u)); der Operatorbereich £ wird so gewihlt, dafl fiir u(x;) homogene Rand-
bedingungen gelten.

2. L' ist definiert durch den formal adjungierten Operator LT, der auf Funktionen v(z;) operiert
(die Komponenten von |v)); der adjungierte Operatorbereich LT ist so zu wihlen, dal mit
den Funktionen wu(z;) aus £ und den Funktionen v(z;) aus L gerade die Bedingung von
Gl. (4.16) fur das Konjunkt erfiillt ist.

3. Der Operator L; ist gegeben (siche frither vor Gl. (2.29)) durch den formalen Operator L, der
aber jetzt auf Funktionen w(z;) operiert (auf die Komponenten von |w)); der Operatorbereich
L1 ist so gewiihlt, dafl die Funktionen w(z;) inhomogene Randbedingungen erfiillen, die aber
von derselben Struktur sind, wie die homogenen Randbedingungen fiir die Funktionen u(x;)
aus L.

(v L lw) = WMWV+/&mwMMh
= (w|Lf|v)* —|—?{6iKi(fu*,w)da, (4.17)

mit /&Ki(v*, w)dr = feiKi(v*, w)do # 0.

(w|Lo)* = (v|LJw). (4.18)
(|LeJw) = {v|L;|w) —f(+) O K, (v*, w)dr
= (v|L;jw) — § &;K;(v*, w)do

(v[Lf|w) = (v]Lyw) = (v|L;|w) + (v]s),

(4.19)
(VL |w) = —(v]s)
f(+ 0K ((v]zi), (ws|w))dr
= $eKi((v]|zg), (wiw))do.
4.3.1 Beispiel 1: Der Konjunktvektor und der Operator L'
L: L zp(aci)ﬂ L: w(0,z9,23,...,2,) =0, 0<2; <1. (4.20)

1
/U*p%dT = //.../dl‘gdl‘zg...dIn/U*p&dIl
oxy 01
0

I
<
|
5
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*
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*
IS
)
_|_
5
£S)
<
%
£
IS
\]



K;=(pv*u,0,0,...,0), (n Komponenten).
// /d;vgd:cg .dxy, [pv u|w1 1 — pU U«|11 0] =
F=4 L — axl[ *(:L’i)...L ET: (1 x2,x37~~~7xn):0~

_

X = —1

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Abbildung 4.1: Schraffiert ist der n-dimensionale Bereich zwischen den beiden Hyperebenen 7 = 0,

z1 = 1. Der Normalenvektor e; ist nach auflen orientiert

j{eiKida =0= /da [PV |y, =0 + PV U| g, =1] -

L Lt K;(v*,u)
p(gci)a%1 —aiml[p*(xi) ] (pv*u,0,0,...,0)
( 8;6?(29562 8:1:?;952[ “@i) <p 8%; _ua(;;f)) 0,0, ’O>
p(sci)ai; ;;[p*(xi) . <p % - ua(;;f)),(),(), N .,o>

4.3.2 Beispiel 2: Der Laplace-Operator
0? 0? 0?
L: L:A:a—x%—i—a—x%—i—a—x%, L: wu=0am Rand (homogene RB 1. Art).
ou ov* |, Ou ov*  , Ou ov*
oy 0wy Omy 0wy"" Ouy _uaxs)

K

L O0u Ov
7{ K(v* udF—O—j{(vae 8e)dF
L

Lt =L= A, L£i=,£: v»=0 am Rand.

(v*,u) = v*gradu — ugradv*= (v*
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4.3.3 Beispiel 3: Der Operator der Wellengleichung

L - A LO®
B 2 ot?’
L : wu(@t)=0 am Rand von V,
Tt
w(Z,t)|e=t, = 8u((9:1;, ) =0 in allen Punkten in V.
t=t,

Ki=(v*01u — ud1v*, v* 0w — udav™, v*O3u — udsv™, —v*dpu/c® + udw* /c?).

/8K v* udT—//aK v, u)dVdt =0

= //[81 (v* O u — ud V) + Do (v Ogu — udav™) + O3 (v D3u — udsv™)
+ci28t(fv*8tu + udpv™)]dVdt

1
// {div(v*gradu — ugradv™) + gﬁt(—v*@u + u@tv*)} dvdt

t=to

v* 1 *
/dtj{u—— dF + / L dv.
ot ot J—y,
1 9?
Lt = -
2 ot?’
LT : v(#t)=0 am Rand von V,
Tt
o(Z, )]y, = (& 1) =0 in allen Punkten in V.
ot |y,

4.3.4 Beispiel 4: Der Operator der Wiarmeleitungsgleichung

0
= A— 2—
“ ot

L
L : wu(@t)=0 am Rand von V,
u(Z,t1) =0 in allen Punkten in V.

Ki=(v*01u — udyv*, v* 0 — udov™, v*dzu — udsv*, —a’v*u).
1
72

a *8u 8U* a 2 %
E <—v — +u) ersetzen durch a(—a v*u).

/8iKi(v*,u)dT :/ O K, (v*,u)dVdt =0

= //[div(v*gradu — ugradv®) + 0 (—a*v*u)|dVdt

/dtj{(u ‘1:— >dF+/( a®v*u)|,Z) av.

P
o= avard
T

LT : v(#t)=0 am Rand von V,
v(Z,t2) =0 in allen Punkten in V.
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4.4 Die Losung von inhomogenen Problemen zu inhomoge-
nen Randbedingungen

L;wy=|g), d.h. Lw(x;)=g(x;) mitw(z;)aus L. (4.38)
Lluy = |g), d.h. Lu(z;) =g(z;) mitu(z;) aus L,
luy = Glg), mit GL=LG=L'G'=G'L" =1, (4.39)
u(z;) = fG(ﬂ%ﬂfio)g(zio)dTo = f[GT(fio’xi)]*g(%o)dTo-
LG(zi,mi0) = O(x; — x40), Gz, wi0) beziiglich x; aus L, (4.40)
LIGT (x5, 250) = 6(xi — m4h0), Gt (xi, 740) beziiglich z; aus L. ’
w(z;) = (z;|w) = (25]Glg) — (2:i|GL; |w)
(zilGlg) + (xi|Gs). (4.41)
(@ilGLylw) = —(z]Gls)
= / 0i0 K ((xi]|Glxi0), (zio|w))do
(+)
= %eiOKi(<mi|Q|xi0>7 (xi0|w>)d00. (442)
w(z;) = /<$i|Q|$io>dTo<$io|9> - /<$1|Q|$io>d7'o<$io|L1|w>
— [ @iGl)dntails) + [ @|Glrldn(zals)
= /G(ﬂﬁiyxio)[g(xio) — Lyw(xio)]dro
(+)
— [ Glaimwlatain) + saldn
(+)
= /G($i7$i0)g(xi0)d7'0 - / 0i0 KG[G (x4, xi0), w(zi0)]do
(+)
= /G(.’Ei,xio)g(xio)dﬁ) — feiOKi [G(Z‘i,l‘io),w(.ﬁio)]dao. (443)
4.4.1 Beispiel 1: Losung der Poisson-Gleichung
(0F + 03 + 03)w(%) = g(F), w(Z) #0 am Rand. (4.44)
L; L=A, Ly w(Z) #0 am Rand,
L: L=A, L: u(Z) =0 am Rand, (4.45)
Lt LT = A, Lh: v(@) =0 am Rand (siehe Gl. (4.28)).
AG(%,%y) = 6(Z — &), G(Z,%y) Dbeziiglich ¥ aus £ (4.46)
w@ = [G@ g - §é K6, o),
= [a@ag@m - § a@a 25w 00 ar, )
660 660



)
G(Z, 1) = GN(Z, 7o) = G* (&, Z), wenn L =L,
d Z,%y) = G(Zo,Z) wenn G reell.

G
— - = — N 8G_',_'
mwzfcmommm%+mey{%@h%

4.4.2 Beispiel 2: Anmerkung zur Losung der Poisson-Gleichung

dw(Zy)

€o

/Aw(ﬁc’)dV = /g(f)dV = /divgradde
= 7{6 gradwdF = %—dF

4.4.3 Beispiel 3: Losung der inhomogenen Wellengleichung
A= L0 Vu@n =g
292 w(Z,t) = g(Z,t).

1 02 L .o
A——=— | G(&t; %o, tg) = 6(Z — Zo)d(t — to)

w@ = [ G@ ag@)av - f 6@ a) g dr

w(Z,t)

/ G(f,t;fo,to)g(fo,to)d‘/bdto

860

1 o 6w(fo7t0) o aG(f,t;fo,to)
—C—2/ |:_G(x7t;x07to)at0+w(xmt0)atO

660

—/dtof. {G(f,t;fo,to)aw(wm —w(fmto)(w} dF,
0

] “+ o0
’w(f,t) = /dto // G(J_,",t;fo,to)g(fo,to)dl‘lodxgodl‘go
dx1odra0drs3g

/// :E aw($0,t0)

C2 07 ato to=0
1 0G(Z,t; o, t

+*2/\//U)(fo,0) M d$10d$20d1'30.
C 8t0 to=0

4.5 Der Produktraum

(p1,02|P1,12) = (Y1,%2|p1,92)* = (b1, Pa|p1, p2)T
= (p1lt1)(palth2) = (P1le1)* (Palp2)*.

Lilg1) = |¢1)  im Raum Uy,
Lylpa) = [i2) im Raum Us.
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|8013802> = |’(/}17802>;
L2|¢1a 2> = |¢1a1/)2>7

Ly Lylp1,p2) = [1,72),
LoLi|o1,02) = |h1,42).
[L17L2] =LyL, — LyL, = 0.

§(zq — )

Jlz1)ri(er)dey (x| = 1, (w1|2]) = e (21) in Uy,
, 0(xe — b .
S |zo)ra(zo)das(2a| = I, (w2|ry) = in Us.
TQ(.’I?Q)

[[ 1, z2)r1 (@1)r2(z2)drrdea(zy, 20| = I in U = Uy @ Us,
§(x1 — x))d(xg — xh)

<$1,$2|$/1,$/2> =

r1(x1)ra(z2)
9 = [[ e aan o e.al)
= / |x1, z2)p(x1, T2)7r1(21)r2(22)d21 dTo.
(w1, 22|Ll@) = L(w1,72|p) = Lo(w1,72)
= [[ v aalList ayr @ ralas)dst o) (o). abe)
— [ Loraaiat el s @ ra(as)dst o,
L@y, asiahah) = (w1, 2s/Lleh,ah)

<$1, $2|L1L2|£E/1, xl2> = <.’L‘1, x2|L2L1 ‘xlla CL'I2>
(w1]Ly |2)) (@2|Lo|as)

= Ll(l‘l,xll)LQ(l‘Q,IIZ).

(w1, 22|Ly Lo|p) = (w1, 22| Lo Ly |p) = LiLaw(x1,22) = LaLip(x1,22).

Llug) = Aplug) = (Ly + Ly)|ugt, uk2) = (Ak1 + A2) [, ur2),

<SE1,$2|U1<> = Uk(éﬂl,wz) = <9€17$2|U1€17Uk2> = <$1\uk1><$2|uk2> = Uk1($1)uk2($2),
(@1, 2| Ly + Lo|ugt, uka) = (Ap1 + Aw2) (@1, T2|uk1, urke),

(L1 + Lo)ugi (z1)upa(x2) = (Ap1 + Aw2)upr (1) urz(z2).
(

U1, Viz| Uk, uke) = 0(l1, k1) (l2, k2),
2 |k, uke)dkidkao (Vi1 , Uka| = zﬁvu,vm dlidly(ugr, wp| = I.

k15k2 152
f(Ly,Ly) = Zf [k, ur2) f(Ar1, Ak2)dk1dks (Vg1 , vial,
k15k2
f(LLLE) = i‘vllavl2>f(ﬂl1;,Uzl2)dlld12<ull,ul2‘-
i1l
) = ZZ|uk17uk2>dk1dk2<vm,uk2|g>7
k15ko
f(Ly, Ly)lg) = [ukt, uk2) f(Ak1, Ak2)dkidka (v, vizlg),
k15ko
(Vk1,vk2lg) = [[{vk1, vka|T10, T20)71 (T10)r2 (220 ) dT10dT 20 (T10, T20|9)

= [[ i (z10)v}(220) (210, 220) 71 (210) 72 (220 ) d10dT20.
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f(L1, L2)g(w1,22) = f(L1, L2) //5(3710 — 21)0(w20 — 72)g(T10, T20)dT10dT20 (4.68)

= jf()\k-hAkQ)Ukl(CCl)UkQ(iEQ)dklde //v21(x10)022(x20)g($107IQO)Tl($10)72($20)d$10dx20-

(L1, L2)o(x1 — 210)0(x2 — 220)

= 2 f()\kh >\k2)uk1 (Il)um (582)1);1 (9310)7)7;2 ($20)7'1 (1’10)7"2 (Sﬂzo)dk‘lde, (4-69)

ki15k2

4.6 Die Greensche Funktion ). Umkehroperatoren

j |k, uga)dkidka (vi1, vis|
)\1 kl +)\2(k'2)]

G\ = (L +Ly - (4.70)

27 j{G,\dA = - Z |k, Uka) (U1, Vka|

k1,k2

/ |k, uke)dkidka (Vi1 , vka| — L. (4.71)

G= (L +Ly) ' = Z (Ly + Ax2D) ™M ur, uka) (i1, vra|
k1,k2

= > (Lo + Merd) " Huka, uke) (ver, vge
k1,ko

B Z U1, ug2) (U1, Vk2|

h Ak + Ak2
17 2

_ % Z (Ly + M) Hugr, uga) (Vi1 vis|
2mj 4 A= g2

_ %d (Ly + ML)~ ugy, urz) (V1 Va2
27 A= Akl '

(4.72)
k1 ,ko

(@1, 22|Glg) = D (Lo + Aer) ™ g (1) upa(2) vk, k2l g)
k1, k2

_ )\Z (La+ M)~ Ukl(xl)UkQ(‘TQ)(UklaUk2|g>.

27Tj & Ky ko A — >\Ic1

(4.73)

(1, 22|Glg) = chl 2)ug (1) (4.74)

2(22) (Vk1, Vk2|g) U2 (22) (g1, Vi2|g)
4.75
ilez) kZ N + Akt 2mf{ Z Oz + M= M) ()

(1, 22|Glg) = Zcm T1)ugz(22), (4.76)
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4.6.1 Simultane Eigenkets

[Qi,Qj]ZQin—QJQiZO, i,j=1,2,...,n (4.77)
Q,luk) = Aik|uk) (4.78)
Q]QJUM = )\iij|uk> = Qin|uk>7
Q{Qlu)} = xa {Q,lun)}

(4.79)
@, k) ~ lug),
Q,lur) = Ajiluk)
4.6.2 Inversion eines speziellen Operators
P*7 -:Oa '7.:]—72%"7 5
Q] b7 " (4.80)
P, aus U, Qi aus Us.
Q,Q)=0, ij=12...n Q ausU,. (4.81)

L-Y ro, (182)
=1

4.7 Die dyadische Greensche Funktion

Lju;) = lg;), 1=1,23,
(Z|Llus) = (Zlg:), (4.83)
Lu;(#) = ¢i(&), wu;i(#) aus L (homogene Randbedingungen).
3 3
S (uiltlu) = Yot + f & R(of u)dr
i=1 i=1 (4.84)
mit & K (v, u)dF =
3
) => Gylg),  i=1,2,3 (4.85)
j=1
(LG;; — bi;1)lg;) = 0, 4.86)
Eij = 0;51, Qij = Qﬂ 4.87)
<f‘gij|$0> = Gij(f, To)

. Die Normalkomponente und die Tangentialkomponente des Vektorfeldes am Rand des drei-
dimensionalen Bereichs, oder aber

. die Divergenz des Vektorfeldes und die Tangentialkomponente der Rotation am Rand des
dreidimensionalen Bereichs.

Spezialfille

1. Longitudinale Felder: Als solche werden Felder bezeichnet, bei denen die Rotation iiberall

verschwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Divergenz oder die
Normalkomponente des Feldes vorgeschrieben werden.

. Transversale Felder: Als solche bezeichnet man Felder, bei denen die Divergenz iiberall ver-
schwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Tangentialkomponente des
Feldes oder die Tangentialkomponente der Rotation des Feldes vorgeschrieben werden.
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Kapitel 5

Beispiele fiir Greensche
Funktionen

5.1 Der Laplace-Operator in zwei Dimensionen in kartesi-
schen Koordinaten

Rechteck 0 <z <a,0< 2y <b:

H? 0?
- (695% + 8:1:%) w(zy, z2) = g(w1,22), w#0 am Rand. (5.1)

0? 02
| 535 + 53 ) G(o1,72; 710, T20) = 6(w1 — 210)0(22 — 290), G =0 am Rand. (5.2)
Oz = 0zx3

5.1.1 Erstes Losungsverfahren: Ein Operator wird als Konstante be-
trachtet

Ll : L1 = 782/61'%, [:1 : Ul(l'l) =0 fiir T — 0, I = a, (5 3)
L2 : L2 = +52/8x§7 CQ : 'LLQ(.TQ) =0 fiir Ty = 0, To = b. .
d’G ..
—w — LQG = (5($1 — 1‘10)(5(1‘2 — .2320), G=0 fir Xr1 = 0, r1 = Q. (54)
1
hi(z1) = sin(z1v/La ), ho(x1) = sin[(a — x1)v/ L2 ], (5.5)
K(hl, hg) = hzhll — hlhé =V L2 sin(a\/ LQ ) '
sofort angeschrieben werden:
Sin(:vlv L2 ) sin[(a — xm)\/ L2 ]5(1’2 — ZL’Q()) .
Toem(avLs) , 0 <21 < 210,
. _ v Lo sin(av/Lo
G(71,22;T10, T20) = sin(m1om)sin[(a _ xl)\/E]é(l? —_— e <4 (5.6)
V' Ly sin(av/Ly ) ’ 10 =
Pugo(z
% = Aiotpa(22),  upa(0) = upa(b) = 0. (5.7)
2
uga(z2) = Csinh(zav/ g2 ), (5.8)
0 = sinh(bv/Ag2). '
2,2
m:_ﬁ:_’%, k=12, ... (5.9)
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Uk2($2) = Uk2 372

<k7rx2 )
Zsin

-4 ) o (5

k=1

3 ﬁl

o 2sinh (’”Tl) nh [kﬂ(a zlo)} sin (’”;f?) sin (kﬁgcz")

k7 sinh (k’m) » 0= @<,
“= ko_ol 2 sinh (7’“”10) sinh [kﬂ(a 3”1)} sin (km2) sin (kmz")
b b b b
Tio < 21 Z a.
Pt km sinh (k’m) ’

5.1.2 Zweites Losungsverfahren: Direkte Inversion des Operators

Ll : Ll = 782/81'%, [:1 : Ul(iL’l)
LQ : L2 = —82/(9%%7 £2 . 'LLQ(.TQ) =

2 . kimx k27m?
Ukl(xl)zvkl(xl):\/;mn( 1a 1>7 )\klzzLT; ki=1,2,...,

2 . komx k22
Uk2(332):71k2(332):\/251n< 2b 2)7 )\k22272, ko=1,2,...

G(w1,9; 710, T20) = (L1 + L2) "' 8(21 — 210)8(2 — T20)
kl‘n'zl) Sin (k‘zﬂ’:EQ) Sin (klﬂmlo) Sin (kgﬂ;)lgo)

4absin ( 5 .
Z Z k2m202 + k3n2a?

ki1=1ko=1

fir 1 =0, 1 = a,

fiir xo =0, 29 = b.

5.2 Der Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten

10 ow 1 92w
—Aw(p,p) = === (pap> arr g(p, ), wla,)=0

p dp
10 oG 1 620 1 .
o <p8p> o2 5(p po)d(p — o), G =0 beip=a.
10 0 1
P1=—8<P3>7 P =—,
L =P Q1+ PQa, par P ’ 0?
Q :]_ QQ = -7
1 (9(,02

2

1d [ dG 1
LG = —=— +5G = =8(p— po)d(e — o).
pdp( dp) = p(p £0)0(¢ — @o)

pdp \" dp

p) = CrJg(pv/ M)

(0%
up(a) = 0= Jo(av/ M) = Jglage), Ae=—-2, k=1,2,...

[_M <pd> N Zz} wn(p) = Meun(p),  wn(@) =05 up(0) endlich,

o
uk(p):vk(p):C’qu( (ifp), k=1,2,...

(urlon) = [ wn(pur(p)pdp = CE 53, () 0
0
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— 71 M _ _ = 2Jq (%) Jq (M) d(p — 900)
G=1L [ 5 ] 5(0 — o) = ,; PYSACIAIE

5 = AmUm(9), U (0) = um (27), Uy, (0) = up, (27).

U (p) = Crpe?®2m N\ =m?, m=0,+£1,42,...

1 .
U (@) = V(@) = —€T™? m =0,%1,42,..., A\, =m>.

+oo 1 +oo

5(¢ — o) = Z U ()0, (0o) = Py Z edm(e—wo)

m=—0oQ m=—0o0

f(VQ2)d(p — o) = [f(@)d(p — ¢o) Zf U (0)
— Z f(m e7mso ®0)

m=—oo0
o0
G(p, @3 po,00) = Y Z

k=1m=—o0

P) Jim (amkPO) edm(¢—¢o)

aka (amk )] 2

5.2.1 Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten

2 2
A P

pOp 8,0 P2 0p? 022
10 0 1 02
L=—-—"(p=—)-=—+4
p Op (pap) 2 og? "
10 0 1
P=—-—|(p=— Py=— Py=A
YT pop <p3p>’ 2T ST
82
lel, Q2:—8702, Q3:1
1d d q? 1
16 = -2 2 () 4 % 4] G = 260 = )it - o)z o)

5.3 Der Laplace-Operator in drei Dimensionen

82 82 82
(8x2 T o7 T o2
(82 2 o

32+82+83> G(&,%9) = 0(Z — Zo), G —0 fir |Z|— oo.

) w($17$2,3€3) = 9($1,$27$3)

[uk1, Uk, ugs)dki dkodks (Vi1 , Vg2, Vi3]
G=(Ly+Ly+ Ls)
(Ly + Ly + Ly) ggg A1(k1) + Aa(ka) + As(ks)
_d ukl(xl)

= Aprugr (z1).
dx?

Liugy(z1) =
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1 .
u(ky, 1) = v(ky,21) = \/je]k”“, o1 = k2, —00 < kp < oo. (5.42)

2w
+oo 1 +o0
(ugr [or1) = / (ko 1) = 5 / kD g 51— ). (5.43)
1 7
(5(331 - xlo) = /u(k‘l,xl)v*(kl,xlo)dkl = % / ejkl(xl_mm)dk‘l. (544)

“+o00
f(Ll)é(wl—xlo):/f(Akl)u(kl,xl)v*(kl,xm)dkl:% / f(k?)edkr@i—m0)dg, - (5.45)

+o0o -
. 1 expljk - (& — &
G(Z, o) = @ /// [ 12(2 o] dky dkodks. (5.46)

k2= k2 = k3 + k3 + k3,
dkydkadks — k? sin9dkddde, (5.47)

k- (% — &) = k|& — T cos V.

2 7T
G(Z,%y) = dp sm19d19/exp Jk|Z — Zo| cos¥)dk
0
+1 o}
= d(cos®) /exp(jk|i"— Zo| cos V) dk
= 0
B 1751n(k|x — xo\)dk /blnfdf
- 2n2 k|Z — Zo| 212\ — To|
0
1
—Ap(Z) = @ (5.49)
o p(Zo)
p(T) = /747@5* 40|dVo. (5.50)
5.4 Die Wellengleichung
02 o? 0? 1 07 . .
(a 2t 5a2 T 0a2 Cz&z) w(Z,t) = g(Z,t) (5.51)
1 0? o .
— (A - gﬁ G($7t;.’b0,t0) = 6(3: - 1’0)5(t - to). (552)
1 92
Ly = 2o Liu(w,t) = Au(w, t) (5.53)
u(w,t) = v(w,t) = Lej“t Aw = —w—Q —00 < w < 00 (5.54)
) - ) - \/ﬂ 9 w 02 ) . .
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+oo

1 )
St —to) = /u(w,t)v*(w,to)dw = 27 ¢39(t=10) g,
m

f(La)o(t — o) /f u(w, t)v* (w, to dwf—/ < )ejw(t t0) du.

— Zp) + jw(t —to)]

G(f7t;f07t0) = (J]% _w2/02 dk‘ldk‘gdkgdw
T et—to) g,
- dkdkdkﬂfﬂf € ,
/// LR (@ + k) (w — ck)

G(fvt;f(ht()) =

—+o00
) L jek(t—to) —jck(t—to)
- _(207)4/// dkydkadkse’™ T2 H (¢ — to) [e -
T
—o0

2ck 2ck

G - —2(;;)3H(t—to)/d<p/d(cos19)/ejk|f’5°‘c°s’92jsin[ck(t—to)]kdk
0

-1

¢ T 2jsink|Z — Zol] .
= H(t — - - .8 —
ot =10 / i sinlek(t =t

H(t—to) 2 [
— M —/sin[kc(t—to)] sin[k|Z — Zo||dk
0

Am|Z — Zo| ™

o, H(t—-t T — 7 7—7
G(Z,t;70,t0) = M{6<tto|c°|>5<tto+cd)]
— M(S t—t _M
4r|Z — a0 0 c :

£
\_Hl
o
S—
I

[ 6.3, t0)g(@0, to)avadt

|£—Zo|

—+o0
g ($107$207$307t I )
= /// — dx1odr20drse.
A |Z — Zo|
—00

5.5 Die eindimensionale Wirmeleitung

2
(88;132 - a2§t) w(z,t) =0, w(x,0)=wo(z), w — 0 fiir|z] — oo, t = oco.

(8 - a26> G(z,t; g, t0) = 6(x — 20)0(t — to),

ox? ot
G=0 firt=0,|z|— oo, t = 0.
dG I, 1 ..
a + a2G —Eé(x—xo)é(t—to), G =0 fiir t =0,
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(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)



0, 0<1t<ty,
G= 5.64
{ Cexp(—Lit/a?), to) <t < oo. (5.64)
lin})[G(to ) — Gty — )] = Cexp(—Lity/a®) = —6(x — x0) /a®. (5.65)
e—
H(t — 2
G(z,t;z0,t0) = —%eh(trt)/a 0(x — xo).- (5.66)
1
0w —9) = o~ / @20 dr f(L1)6(z — o) / f(k?)elk@=20) gk, (5.67)
T
Ht—to) [ Pt
. _ Y 2l — 1o .
G($7t,xo,t0) = 7W / exp |:k 7 +]k($ — I’O):| dk (568)
+oo 9
/ exp[—cik? — 2cok]dk = ﬁexp (Cg) , c1 >0, (5.69)
C1 Cc1
H(t —tg) [ aQ(x—mo)Q}
G(z,t;20,t0) = —————t—exp |——— | . 5.70
(=20, to) I —to) P At —to) (5.70)
0K 8K
w(wy,T2) // (8 - 6 2) dzy0dxgo,
B (5.71)
K, T0 w2
(G,w) (Gax1 waml, a Gw)
T (0,0 A
- _ Y 9w _ a2
w(z,t) = / dxg /dto {81:0 [Gaxo waxo] 8t0[ Gw]} (5.72)
—o0 0
+o00
w(z,t) = a2/ [G(x,t;xo,to)w(xo,tg)mgigo dzg
+oo
= —a / G(z,t; 2o, 0)wo(wo)dzo
(z — x0)2]
wo(xg) € dxg. 5.73
V27 ( 215/a2 / olo) Xp{ 2(2t/a?) ’ (57

5.6 Die Helmholtzgleichung

w(Z,t) = w(¥) exp (jwt), 9(Z,t) = g(¥) exp (jwt) (5.74)

. . w
(A + B w(F) = g(&), ko= - (5.75)
/// 9(To) exp (—jko|ZT — 390|)d1,10dx20d1,30 _ /G(f’ Z0)g(Zo)dVp. (5.76)

4| T — T
(7. 70) = O (=jkol¥ — Zo|) (5.77)

47T|f* fo|
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5.7

5.8

Tensoroperatoren
Lijluz) = gi), (5.78)
(Z|Lyjluz) = (Zlgs) = Liju;(Z) = gi(F). (5.79)
lui) = Qij|gj> (5.80)
L;;Gplgx) = 19i) = dikL|gr),
L;;Gp = oul. 5.81)
<x|LmQ]k|j’0) = 51k<flfo> = Lijij({f, fo) = 5“@(5(5— fo) (582)
ui(Z) = (Tlui) = (T]Gi;l95) =/<fIQiijo>d%<fo|gj> =/Gz‘j(3?, T0)g;(Zo)dVo (5.83)
Das elektromagnetische Feld
rotH(Z,t) = z—:angE’t) + J(Z,1),
i (5.84)
= OH (%t
rotE(Z,t) = —po 8(15 )7
rotH(Z) = jweoE(Z)+ J(@),
q(x) Jjweo (ﬂj) (%) (5.85)
rotE(Z) = —jwpoH(Z),
rotrot E(Z) — k2E(Z) = —jwpoJ (Z). (5.86)
0 fiir 2 oder mehr Indizes gleich,
Eijk = 1 fiir 4, j, k = 123 oder zyklische Vertauschungen, (5.87)
-1 fiir 4, j, k sonst.
Eijkrgkpq = (Sipéjq — 6iq5jp. (588)
divA 0; Ai,
rotA EijkajAka
AA 9;0;A;, (5.89)
gradA 0; A,
rotrot A = graddivff — AA €ijk0jErpgOpAqg = 0;0;A; — 0;0; A;.
(€ijkErpqg0jOp — kgéiq)Eq(f) = —jwpoJi(¥) = LigEy(¥) = 9;(7). (5.90)
LigGe(Z,%9) = 0i0(% — o)
= (Eijkfkpqa 8 kOCSlQ)GqZ(x 330) oL (591)
= [(dipdjq — 5“15]13)3 Op — — k3 0iq)Gae(T, o)
= (0,04 — 0;40;0; — ko 0iq)Gqe(Z, o).
qu(f, Zo) = (5q[ + — 8 8@) G(Z,Zp). (5.92)
- 1 Lo
51'((5(1‘ — 330) = (8i8q — 51‘,16]'6]‘ — k%élq) ((5(1@ + 72 8q8¢> G(l‘, 0)
= (@84 — 0100;0; — k2bi + k:2 004040, — 8 1000;0; — 84%) G(Z, %)

= 751'4(8]'({9]‘ -+ k%)G(f, _'0).
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z
Gij (T, o) = (&j RE aiaj) exp (—jkolT — Tol)

]{?(2) 47T|f—fo|
p= PRI 1 exp (—jko|Z — Zo|
= —VV
G (%) (I iz ) 4m|7 — o]

D = gﬁ—jm,/eouoﬁ,
E = jli‘/e’:‘o,uoE’—Fﬂﬁ

5.9 Anmerkungen zur analytischen Schreibweise der

Tensorrechnung

Tensorrechnung [12]. Stufe eines Tensors

A, A;, A Aijks Aijke, .-

R

Summierungskonvention, Beispiel:

3
Aiir =Y Ajir, = Av1x + Agar, + Assk = B

i=1

Beispiele (Symbol = bedeutet ,entspricht®):

A;Bi=C=A-B=C
o <~
AB;=C;=AB=C
~ - =
AyBiC;=D=A :BC =D
nd - -
AyB;=Ci=A -B=C
<> <>
6;Bij=By=C=I :B =C

3
0ijAijr = Z 0ijAiji = Ay = Av1k + Aoor, + Assi, = By,

ij=1

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

Eine Zuordnung von zwei Vektoren zu einem dritten Vektor kann daher nur {iber einen Tensor

dritter Stufe erfolgen:
AijxB;jCy = D;
Eine spezielle Wahl

E‘,;jkAjBk = Cz

Cg = Ale - AQBl (Rechtssystem); Cg = AQBl - AlBQ
Mit Vektoren A= (1,0,0), B=(0,1,0) Rechtssystem: C = (0,0, 1), Linkssystem: C = (0,0

Symbolische Schreibweise

C=AxB

ol

(Linkssystem);

(5.101)

(5.102)

7_1)



definiert immer C3 = A1 By — A2 By! (daher ,axialer Vektor® ,polarer Vektor®).
Ubung: Lénge des Vektors Gl. (5.102)
CiC; = ¢€4jpAjBreipgApBy
= (05pOkq — 0jqOkp) A B Ap By
= A;ByA;By, — A;ByAB;
= A;A;B;B, — A;BjA;By,
= A2B? — (ABcos¥)? = A2B?sin? 9

ABsin ¢ ist die Fliche des Parallelogramms.
Ex-Ex-Produkt:

F=Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B)
Analytische Schreibweise (beachte: €, = €k = €rij):
Fi = eijrd;(Erpe BpCy)
= (5ip6jq - 6iq6jp)AijCq
= Bi(4;C;) — Ci(4;B;) = B(A - C) - C(4- B)
Fiir Umformungen wichtig:
Gij =

—Gji = Aij — Aji = €ijk€rpgApq

Gegeniiberstellung einiger Ausdriicke:

0
) vV £ 0;= 9z
VA (dyadisches Produkt) = 0;4; (Gradiententensor)
divA=V-A 0 A;
rot A=V x A €105 Ag
AA=V2A=V.VA 9;0;A;
gradA=V A 0; A

rot rot A = grad divA — AA

EijkajﬁkpqapAq = aZaJAJ — 8J8JAZ

Beachte: Divergenz = Spur des Gradiententensors (Invariante).

div(a B) = adivB + B - grad a
div(A x B) = B -rotA — A - rotB

= 81'(0,32') = a@iBi + Biaia
= 8¢€ijkAjBk = Bk&?kijaiAj — Ajejikain

Doppelte Uberschiebung Sij = Sj mit Aj; = —Aj; ist null:

SijAij = Sjidij = SijAji = —SijAij

Folge:

rot grada =0 = ¢€4540;0,a =0

daher 25”14” =0

div I‘Otg: 0 = 8isijk8jAk =0
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(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)



Beispiel einer nichttrivialen Umformung durch Anwendung von Gl. (5.106): Stromungslehre

7 v v 1
%:%+({;’~V)17:%fﬁxrot17+§grad(ﬁ~6) (5.111)

Stromungsfeld 0(7,t) =wv;(x;,t) in analytischer Schreibweise (Abkiirzung 9, =d/dt):

dv; dx;
P = Ow; + @vid—tj = Ov; + ’Ujaj’l)i

= 0Ow; +v;0;v; — v;0;v; + v;0,0;

= i —v;(Ov; — Bjv;) + %ai(vjvj) (5.112)
= 04v; — VjEijkERpgOpUg + %&‘(vﬂfj)

= Owi — €ijkV; (EkpaOpvq) + %ai(vj”j)

Man beachte ferner folgende Beziehungen:
Fiir den Ortsvektor 7= z; gilt

divie o, = 0% — 5, =3

6.13i
ferner
rot ¥ = Eijkajxk = Eijk(sjk =0

Man beachte weiterhin:

04;i _ s 04y
94; " 9An

= 0;0j¢ USW.

Die Reihenentwicklung einer Skalarfunktion A(x;) an einer Stelle z; = ;4 a; sei als letztes Beispiel
genannt (n-te partielle Ableitungen 9/*A sind an der Stelle z; = &; zu nehmen):

3% i 2! 5‘:&8% @i 3! al‘ial’jaxk
1

- (a50;a10:0;01,) A

31 (4i05969:0;0%) (5.113)

= A(&:) + (a;i0;)A+ %(aiai) A+ %(aiai)gA

A(.’El) = A(.@z)-i- a;a;a

1
= A(.’i’z) + (azal)A + E(aiajaﬁj)A +

= exp(a;0;)A

Das Ergebnis ist gleichzeitig ein Beispiel fur die Wirkung einer Operatorenfunktion (eine Funktion,
die als Potenzreihe dargestellt werden kann) des Operators 0; auf eine Funktion A(x;).
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Berichtigungen

Anmerkung: Dieses Skriptum wurde urspriinglich mit einer &lteren PC-Tex-Version erstellt und
spater auf Miktex2.1 umgestellt. Diese Umstellung wurde weitgehend mit Makros automatisch
durchgefiihrt. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dafl sich dabei auch Fehler eingeschlichen haben,
die bis heute noch nicht entdeckt wurden. Wenn Thnen Fehler auffallen, so bitte ich um eine
Mitteilung per E-mail an
gerhard.grau @ kit.edu

In der Version 2007/2008 wurde eine Korrektur in Gl. (5.110) durchgefiihrt. Die vorliegende
Version ist die von WS 2017/2018. In ihr wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefiigt,
welche handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der
Wiederholung der Vorlesung vor einer Priifung oder zur Erlduterung nicht im Detail abgeleiteter
Formeln).
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