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Kapitel 1

Vorbemerkungen

Greensche Funktionen gestatten es, die Lösung linearer gewöhnlicher oder partieller Differential-
gleichungen als Integral über jenen Bereich anzuschreiben, in dem die Lösung gesucht wird. Der
Integrand ist das Produkt der Greenschen Funktion mit einer (im allgemeinen symbolischen) Funk-
tion, welche das Wissen über die Randbedingungen der gesuchten Lösung sowie die Störfunktion
enthält (wenn es sich um eine inhomogene Differentialgleichung handelt). Ist die Greensche Funk-
tion für einen Typ von Randbedingungen bekannt, kann die Lösung des Problems für beliebige
Randwerte und Störfunktionen sofort in Integralform angeschrieben werden.

Das Ziel der Vorlesung ist es, Methoden zur Berechnung der Greenschen Funktion eines Pro-
blems anzugeben und dabei zu lernen, wie man die bekannte Greensche Funktion für ein verwand-
tes Problem an den eigenen Fall anpassen kann.

Die Fassung ab WS 2000/2001 wurde um drei Abschnitte erweitert, welche eine Einführung in
die Lösung partieller Differentialgleichungen bieten, in denen Tensoroperatoren auf Vektorfelder
angewendet werden. Für das WS 2007/2008 wurde Abschnitt 5.9 eingefügt, in dem eine Einführung
in die analytische Schreibweise der Tensoralgebra und Tensoranalysis geboten wird. Zum WS
2012/2013 wurde die Darstellung an einigen Stellen gestrafft, Redundanzen wurden entfernt.

ImWintersemester 2017/2018 wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefügt, welche
handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der Wiederho-
lung der Vorlesung vor einer Prüfung oder zur Erläuterung nicht im Detail abgeleiteter Formeln).

1.1 Verallgemeinerte (symbolische) Funktionen

Testfunktionen ΦT (x), Grundfunktionen ΦG(x)

ΦT (x) =

 exp

(
− 1

x2

)
exp

[
− 1

(x− a)2

]
0 ≤ x ≤ a,

0 sonst.
(1.1)

lim
|x|→∞

|x|l d
mΦG(x)

dxm
= 0 für alle l,m = 0, 1, 2, 3, . . . (1.2)

ΦG(x) = exp(−x2). (1.3)

⟨s|Φ1 +Φ2⟩ = ⟨s|Φ1⟩+ ⟨s|Φ2⟩, ⟨s|λΦ⟩ = λ⟨s|Φ⟩. (1.4)

⟨s|Φ⟩ =
b∫

a

Φ(x)dx

⟨s|Φ⟩ =
+∞∫

−∞

s∗(x)Φ(x)dx. Beachte: ⟨λs|Φ⟩ = λ∗⟨s|Φ⟩. (1.5)
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+∞∫
−∞

[s′(x)]∗Φ(x)dx = s∗(x)Φ(x)|+∞
−∞ −

+∞∫
−∞

s∗(x)Φ′(x)dx = −
+∞∫

−∞

s∗(x)Φ′(x)dx. (1.6)

s1(x) = s2(x) (1.7)

+∞∫
−∞

s∗1(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

s∗2(x)Φ(x)dx, (1.8)

Φ(x)

{
̸= 0 in a < x < b,
= 0 x ≥ b, x ≤ a

(1.9)

+∞∫
−∞

s∗(x)Φ(x)dx =

b∫
a

g∗(x)Φ(x)dx = ⟨s|Φ⟩, (1.10)

s(x) = g(x) im Intervall a < x < b. (1.11)

g(x) =

+∞∫
−∞

gF (f)e
2πjfxdf, gF (f) =

+∞∫
−∞

g(x)e−2πjfxdx, (1.12)

⟨s|Φ⟩ =
+∞∫

−∞

s∗(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

s∗F (f)ΦF (f)df. (1.13)

1.2 Einige spezielle verallgemeinerte Funktionen

1.2.1 Die δ-Funktion

⟨s|Φ⟩ = Φ(0) =

+∞∫
−∞

δ(x)Φ(x)dx. (1.14)

Φ(x0) =

+∞∫
−∞

δ(x)Φ(x+ x0)dx =

+∞∫
−∞

δ(x− x0)Φ(x)dx. (1.15)

Φ(x)

{
̸= 0 in 0 < x <∞,
= 0 sonst

(1.16)

+∞∫
−∞

δ(x)Φ(x)dx = Φ(0) = 0 =

∞∫
0

g(x)Φ(x)dx. (1.17)

δ(x) = g(x) = 0 in 0 < x <∞,
δ(x) = g(x) = 0 in −∞ < x < 0.

(1.18)

lim
ε→0

+ε∫
−ε

δ(x)dx = 1. (1.19)

xδ(x) = 0. (1.20)

+∞∫
−∞

xδ(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

δ(x)[xΦ(x)]dx = xΦ(x)|x=0 = 0.

δ(x) + xδ′(x) = 0. (1.21)
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+∞∫
−∞

δ(x)Φ(x)dx = Φ(0)

=

+∞∫
−∞

ΦF (f)e
2πjfxdf

∣∣∣∣∣∣
x=0

=

+∞∫
−∞

ΦF (f)df =

+∞∫
−∞

δ∗F (f)ΦF (f)df.

δF (f) = 1. (1.22)

δ(x) =

+∞∫
−∞

e2πjfxdf =

+∞∫
−∞

e−2πjfxdf = δ(−x)

= lim
R→∞

+R∫
−R

e±2πjfxdf = lim
k→∞

1

π

sin(kx)

x
. (1.23)

lim
n→∞

+∞∫
−∞

s∗n(x)Φ(x)dx

lim
ω→∞

+∞∫
−∞

Φ(t)e−jωtdt = 0

δ(x) = lim
ε→0

1

π

ε

x2 + ε2
= lim

σ→0

1√
2πσ2

exp

(
− x2

2σ2

)
. (1.24)

+∞∫
−∞

δ[ g(x) ]Φ(x)dx =
∑
n

Φ(xn)

|g′(xn)|
, (1.25)

1.2.2 Ableitungen der δ-Funktion∫ +∞
−∞ δ′(x)Φ(x)dx = −

∫ +∞
−∞ δ(x)Φ′(x)dx = −Φ′(0),∫ +∞

−∞ δ(n)(x)Φ(x)dx = (−1)n
∫ +∞
−∞ δ(x)Φ(n)(x)dx = (−1)nΦ(n)(0).

(1.26)

δ′(x) = lim
k→∞

1

π

(
k cos(kx)

x
− sin(kx)

x2

)
. (1.27)

nδ(n−1)(x) + xδ(n)(x) = 0 n = 1, 2, 3, . . . (1.28)

1.2.3 Der Cauchy’sche Hauptwert (valor principalis)

⟨s|Φ⟩ = lim
ε→0

 −ε∫
−∞

Φ(x)

x
dx+

∞∫
ε

Φ(x)

x
dx


= lim

ε→0

∞∫
ε

Φ(x)− Φ(−x)
x

dx =

+∞∫
−∞

P

(
1

x

)
Φ(x)dx. (1.29)

P

(
1

x

)
= g(x) =

1

x
, −∞ < x < 0, 0 < x <∞. (1.30)

P

(
1

x

)
= lim

ϵ→0

x

x2 + ε2
= lim

k→∞

1− cos(kx)

x
. (1.31)
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lim
ε→0

+ε∫
−ε

x

x2 + ε2
Φ(x)dx = lim

ε→0

+1∫
−1

uΦ(εu)

1 + u2
du = Φ(0)

+1∫
−1

udu

1 + u2
= 0. (1.32)

xf(x) = 1 (1.33)

f(x) = P

(
1

x

)
+ cδ(x). (1.34)

1.2.4 Die Funktion H(x)

⟨s|Φ⟩ =
∞∫
0

Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

H(x)Φ(x)dx (1.35)

H(x) =

{
1 x > 0,
0 x < 0.

(1.36)

+∞∫
−∞

H ′(x)Φ(x)dx = −
+∞∫

−∞

H(x)Φ′(x)dx = −
∞∫
0

Φ′(x)dx = Φ(0) =

+∞∫
−∞

δ(x)Φ(x)dx, (1.37)

H ′(x) = δ(x). (1.38)

+∞∫
−∞

H(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

H∗
F (f)ΦF (f)df =

∞∫
0

Φ(x)dx =

∞∫
0

 +∞∫
−∞

ΦF (f)e
2πjfxdf

 dx
=

 +∞∫
−∞

ΦF (f)
e2πjfx

2πjf
df

x=∞

x=0

= lim
x→∞

+∞∫
−∞

e2πjfx − 1

2πjf
ΦF (f)df. (1.39)

HF (f) = lim
x→∞

1− e−2πjfx

2πjf
. (1.40)

HF (f) = lim
x→∞

1− cos(2πfx)

2πjf
+ lim

x→∞

sin(2πfx)

2πf
. (1.41)

HF (f) =
1

2πj
P

(
1

f

)
+

1

2
δ(f). (1.42)

HF (f) =

+∞∫
−∞

H(x)e−2πjfxdx =

∞∫
0

e−2πjfxdx = lim
R→∞

R∫
0

e−2πjfxdx, (1.43)

HF (f) =
1

2πj
lim
k→∞

1− cos(kf)

f
+

1

2
lim
k→∞

sin(kf)

πf
. (1.44)

1.2.5 Die Funktionen δ+(x), δ−(x)

δ(x) = lim
R→∞

+R∫
−R

e−2πjfxdf = lim
R→∞

R∫
0

e−2πjfxdf + lim
R→∞

R∫
0

e2πjfxdf

= δ+(x) + δ−(x). (1.45)
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2πjδ+(x) = P

(
1

x

)
+ jπδ(x) = lim

ε→0

x

x2 + ε2
+ jπ lim

ε→0

1

π

ε

x2 + ε2
= lim

ε→0

1

x− jε
,

−2πjδ−(x) = P

(
1

x

)
− jπδ(x) = lim

ε→0

x

x2 + ε2
− jπ lim

ε→0

1

π

ε

x2 + ε2
= lim

ε→0

1

x+ jε
,

δ−(x) = δ+(−x) = δ∗+(x) = δ∗−(−x). (1.46)

HF (f) = δ+(f). (1.47)

1.2.6 Die Funktion sgn(x)

⟨s|Φ⟩ =
∞∫
0

Φ(x)dx−
0∫

−∞

Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

sgn(x)Φ(x)dx. (1.48)

sgn(x) = H(x)−H(−x) =
{

1 x > 0,
−1 x < 0.

(1.49)

d

dx
sgn(x) = δ(x) + δ(−x) = 2δ(x). (1.50)

b∫
a

δ(x− x0)Φ(x)dx =

 Φ(b)/2 x0 = b,
Φ(x0) a < x0 < b,
Φ(a)/2 x0 = a.

(1.51)

lim
κ→0

b+κ∫
a−κ

δ(x− x0)Φ(x)dx =

b+∫
a−

δ(x− x0)Φ(x)dx = Φ(x0), a ≤ x0 ≤ b. (1.52)

1.3 Grundgedanke der Greenschen Funktion

1.3.1 Inhomogenes Problem, homogene Randbedingungen

Lu(x) = −d
2u(x)

dx2
= g(x) inhomogenes Problem,

u(0) = 0, u(1) = 0, 0 ≤ x ≤ 1 homogene Randbedingungen.
(1.53)

u(x) =

1∫
0

G(x, x0)g(x0)dx0. (1.54)

G(0, x0) = 0, G(1, x0) = 0. (1.55)

Lu(x) = g(x) =

1+∫
0−

LG(x, x0)g(x0)dx0 =

1+∫
0−

δ(x0 − x)g(x0)dx0, d. h.

LG(x, x0) = −d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0), G(0, x0) = 0, G(1, x0) = 0. (1.56)

Verfahren 1 zur Berechnung von G(x, x0)

dG/dx = −H(x− x0) + c1(x0),
G = −(x− x0)H(x− x0) + xc1(x0) + c2(x0).

G(0, x0) = 0 = x0H(−x0) + c2(x0),
G(1, x0) = 0 = −(1− x0)H(1− x0) + c1(x0) + c2(x0).

G(x, x0) = −(x− x0)H(x− x0) + x [(1− x0)H(1− x0) + x0H(−x0)]− x0H(−x0). (1.57)
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G(x, x0) =

{
x0(1− x) 0 ≤ x0 < x,
x(1− x0) x < x0 ≤ 1.

(1.58)

u(x) =

x∫
0

x0(1− x)g(x0)dx0 +

1∫
x

x(1− x0)g(x0)dx0. (1.59)

Verfahren 2 zur Berechnung von G(x, x0)

G(x, x0) =

{
xa(x0) + b(x0) 0 ≤ x0 < x,
xc(x0) + d(x0) x < x0 ≤ 1.

(1.60)

G(x, x0) =

{
(x− 1)a(x0) 0 ≤ x0 < x,
xc(x0) x < x0 ≤ 1.

(1.61)

(x0 − 1)a(x0) = x0c(x0)

G(x, x0) =

{
x0(x−1)
x0−1 c(x0) 0 ≤ x0 < x,

xc(x0) x < x0 ≤ 1.
(1.62)

lim
ε→0

x0+ε∫
x0−ε

d2G

dx2
dx = − lim

ε→0

x0+ε∫
x0−ε

δ(x− x0)dx = −1

= lim
ε→0

{
dG(x, x0)

dx

∣∣∣∣
x=x0+ε

− dG(x, x0)

dx

∣∣∣∣
x=x0−ε

}
. (1.63)

limε→0
dG
dx

∣∣
x=x0−ε

= d
dxxc(x0) = c(x0),

limε→0
dG
dx

∣∣
x=x0+ε

= d
dxx0(x− 1) c(x0)

x0−1 = x0c(x0)
x0−1 .

(1.64)

Abbildung 1.1: Verlauf der Funktion ν(x); sie nimmt homogene Randwerte bei Annäherung an die
Punkte x = 0, x = 1 von außerhalb des Intervalls (0, 1) an, inhomogene Randwerte bei Annäherung
an die Randpunkte aus dem Inneren des Intervalls

c(x0) = 1− x0. (1.65)

G(x, x0) =

{
x0(1− x) 0 ≤ x0 < x,
x(1− x0) x < x0 ≤ 1.

(1.66)

G(x, x0) = x0(1− x)H(x− x0) + x(1− x0)H(x0 − x) 0 ≤ x0 ≤ 1. (1.67)
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1.3.2 Homogenes Problem, inhomogene Randbedingungen

Lh(x) = −d
2h(x)

dx2
= 0 homogenes Problem,

h(0) = h0 ̸= 0, h(1) = h1 ̸= 0, 0 ≤ x ≤ 1 inhomogene RB.
(1.68)

h(x) = h0(1− x) + h1x. (1.69)

ν(x) = h0[H(x)− x] + h1[x−H(x− 1)] =

 (−h0 + h1)x x < 0,
h0(1− x) + h1x 0 < x < 1,
(−h0 + h1)(x− 1) x > 1.

(1.70)

ν′(x) = h0[δ(x)− 1] + h1[1− δ(x− 1)],
ν′′(x) = h0δ

′(x)− h1δ
′(x− 1),

Lν(x) = −d2ν(x)
dx2 = s(x) = −h0δ′(x) + h1δ

′(x− 1), ν(0−) = 0, ν(1+) = 0.

(1.71)

ν(x) =

x∫
0−

x0(1− x)s(x0)dx0 +

1+∫
x

x(1− x0)s(x0)dx0

= −
x∫

0−

x0(1− x)h0δ
′(x0)dx0 +

1+∫
x

x(1− x0)h1δ
′(x0 − 1)dx0

=
d

dx0
h0x0(1− x)|x0=0 −

d

dx0
h1x(1− x0)|x0=1

= h0(1− x) + h1x = h(x) in 0 < x < 1. (1.72)

ν(x) =

1+∫
0−

G(x, x0)s(x0)dx0 =

1+∫
0−

G(x, x0)[−h0δ′(x0) + h1δ
′(x0 − 1)]dx0

= h0
∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=0−

− h1
∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=1+

.

∂G(x,x0)
∂x0

∣∣∣
x0=0−

= (hier ist x0 < x) = ∂
∂x0

[x0(1− x)] = 1− x,

∂G(x,x0)
∂x0

∣∣∣
x0=1+

= (hier ist x0 > x) = ∂
∂x0

[x(1− x0)] = −x.

1.3.3 Inhomogenes Problem, inhomogene Randbedingungen

Lw(x) = −d
2w

dx2
= g(x) w(0) = w0 ̸= 0, w(1) = w1 ̸= 0. (1.73)

LG(x, x0) = −d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0) G(0, x0) = 0, G(1, x0) = 0. (1.74)

w(x) = u(x) + h(x), (1.75)

Lu(x) = −d
2u

dx2
= g(x), u(0) = 0, u(1) = 0, d. h. : u(x) =

1∫
0

G(x, x0)g(x0)dx0, (1.76)

Lh(x) = −d
2h

dx2
= 0 h(0) = w0, h(1) = w1. (1.77)

Lν(x) = −d2ν(x)
dx2 = s(x) = −w0δ

′(x) + w1δ
′(x− 1),

ν(x) =
∫ 1+

0− G(x, x0)s(x0)dx0 = h(x) in 0 < x < 1.
(1.78)

w(x) =

1+∫
0−

G(x, x0)[g(x0) + s(x0)]dx0 = u(x) + ν(x). (1.79)
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1.4 Vektoren und lineare Operatoren in abstrakten
Räumen

|φ⟩=̂


φ1

φ2

...
φn

 |ψ⟩=̂


ψ1

ψ2

...
ψn

 (1.80)

|φ⟩=̂
(
φ(x)
↓

)
, |ψ⟩=̂

(
ψ(x)
↓

)
. (1.81)

⟨φ| = {|φ⟩}† =̂


φ1

φ2

...
φn


†

= (φ∗
1 φ

∗
2 . . . φ

∗
n), oder

(
φ(x)
↓

)†

= (φ∗(x) → . . .),

⟨ψ| = {|ψ⟩}† =̂


ψ1

ψ2

...
ψn


†

= (ψ∗
1 ψ

∗
2 . . . ψ

∗
n), oder

(
ψ(x)
↓

)†

= (ψ∗(x) → . . .).

(1.82)

⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩∗ = ⟨ψ|φ⟩† =

n∑
i=1

φ∗
iψi = (φ∗

1 . . . φ
∗
n)

 ψ1

...
ψn

 , oder =

∫
φ∗(x)ψ(x)dx. (1.83)

d. h.

⟨φ|φ⟩ = ⟨φ|φ⟩∗ =
n∑

i=1

|φi|2, oder =

∫
|φ(x)|2dx ≤M. (1.84)

(G1G2G3 . . . Gn)
† = G†

nG
†
n−1 . . . G

†
3G

†
2G

†
1. (1.85)

|φ⟩ =
∑
i

|i⟩φi =
∑
i

|i⟩⟨i|φ⟩, oder =

∫
|x⟩dxφ(x) =

∫
|x⟩dx⟨x|φ⟩. (1.86)

⟨φ| =
∑
i

φ∗
i ⟨i| =

∑
i

⟨φ|i⟩⟨i|, oder =

∫
φ∗(x)dx⟨x| =

∫
⟨φ|x⟩dx⟨x|. (1.87)

⟨i|φ⟩ = φi, ⟨x|φ⟩ = φ(x),
⟨φ|i⟩ = φ∗

i , ⟨φ|x⟩ = φ∗(x).
(1.88)∑

i

|i⟩⟨i| = I, oder

∫
|x⟩dx⟨x| = I. (1.89)

⟨j|φ⟩ = φj =
∑
i

⟨j|i⟩φi, oder ⟨x′|φ⟩ = φ(x′) =

∫
⟨x′|x⟩dxφ(x). (1.90)

⟨j|i⟩ = δij , oder ⟨x′|x⟩ = δ(x′ − x). (1.91)

L|u⟩ = |g⟩. (1.92)

Lij = ⟨i|L|j⟩, oder L(x, x′) = ⟨x|L|x′⟩. (1.93)

L|u⟩ = |g⟩,
⟨i|L|u⟩ = ⟨i|g⟩,

⟨i|LI|u⟩ = ⟨i|g⟩,∑
j⟨i|L|j⟩⟨j|u⟩ = ⟨i|g⟩,∑

j Lijuj = gi
= Lui
= ⟨i|L|u⟩
= L⟨i|u⟩.

L|u⟩ = |g⟩,
⟨x|L|u⟩ = ⟨x|g⟩,

⟨x|LI|u⟩ = ⟨x|g⟩,∫
⟨x|L|x′⟩dx′⟨x′|u⟩ = ⟨x|g⟩,∫
L(x, x′)u(x′)dx′ = g(x)

= Lu(x)
= ⟨x|L|u⟩
= L⟨x|u⟩.

(1.94)
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⟨u|L† = ⟨g| (1.95)

⟨v|L|u⟩ = ⟨v|g⟩,
⟨u|L†|v⟩ = ⟨g|v⟩ = ⟨v|g⟩∗,

}
⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗. (1.96)

Beispiel 1

+∞∫
−∞

s∗(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

⟨s|x⟩dx⟨x|Φ⟩ = ⟨s|I|Φ⟩ = ⟨s|Φ⟩. (1.97)

+∞∫
−∞

|x⟩dx⟨x| = I, ⟨x|x′⟩ = δ(x− x′). (1.98)

Beispiel 2

+∞∫
−∞

|f⟩df⟨f | = I, ⟨f |f ′⟩ = δ(f − f ′). (1.99)

⟨x|g⟩ = g(x), ⟨f |g⟩ = gF (f) (1.100)

⟨s|Φ⟩ = ⟨s|I|Φ⟩ =
+∞∫

−∞

⟨s|f⟩df⟨f |Φ⟩

=

+∞∫
−∞

⟨s|x⟩dx⟨x|Φ⟩ =
+∞∫

−∞

s∗(x)Φ(x)dx =

+∞∫
−∞

s∗F (f)ΦF (f)df. (1.101)

g(x) = ⟨x|g⟩ = ⟨x|I|g⟩ =
∫ +∞
−∞ ⟨x|f⟩df⟨f |g⟩ =

∫ +∞
−∞ ⟨x|f⟩dfgF (f),

gF (f) = ⟨f |g⟩ = ⟨f |I|g⟩ =
∫ +∞
−∞ ⟨f |x⟩dx⟨x|g⟩ =

∫ +∞
−∞ ⟨f |x⟩dxg(x).

(1.102)

⟨x|f⟩ = exp(2πjfx), ⟨f |x⟩ = ⟨x|f⟩∗ = exp(−2πjfx). (1.103)

Beispiel 3

L|u⟩ = |g⟩, oder Lu(x) = g(x). (1.104)

L−1L|u⟩ = L−1|g⟩ = |u⟩ = G|g⟩. (1.105)

⟨x|u⟩ = ⟨x|G|g⟩ = ⟨x|GI|g⟩ =
∫
⟨x|G|x0⟩dx0⟨x0|g⟩

= u(x) =

∫
G(x, x0)g(x0)dx0. (1.106)

LL−1 = LG = I,

⟨x|LG|x0⟩ = ⟨x|I|x0⟩ = ⟨x|x0⟩ = δ(x− x0).

⟨x|LG|x0⟩ = ⟨x|L|v⟩

L⟨x|v⟩ = L⟨x|G|x0⟩ = LG(x, x0)

LG(x, x0) = δ(x− x0). (1.107)
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Kapitel 2

Gewöhnliche
Differentialgleichungen

2.1 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und li-
neare Randbedingungen

L = a(x)
d2

dx2
+ b(x)

d

dx
+ c(x). (2.1)

⟨u|u⟩ = ⟨u|I|u⟩ =
∫
⟨u|x⟩dx⟨x|u⟩ =

∫
|u(x)|2dx ≤M. (2.2)

(
α1 α2 α3 α4

β1 β2 β3 β4

)
u(0)
u(1)
u′(0)
u′(1)

 =

(
A
B

)
. (2.3)

L umfaßt

{
L formaler Operator,
L Operatorbereich.

(2.4)

Man bezeichnet RB als:

homogen: A = 0, B = 0.
inhomogen: wenn sie nicht homogen sind.
ungemischt: A = α1u(0) + α3u

′(0),
B = β2u(1) + β4u

′(1).
gemischt: wenn sie nicht ungemischt sind.

periodisch: u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).
RB 1.Art: A = α1u(0), B = β2u(1).
RB 2.Art: A = α3u

′(0), B = β4u
′(1).

RB 3.Art: A = α1u(0) + α3u
′(0),

B = β2u(1) + β4u
′(1).

Anfangsbedingung: A = α1u(0), B = β3u
′(0),

oder A = α2u(1), B = β4u
′(1).
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2.2 Adjungierter Operator und adjungierte Randbedingun-
gen

Nach Gl. (1.96) gilt:

⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗,
⟨v|IL|u⟩ = ⟨u|IL†|v⟩∗,∫

⟨v|x⟩dx⟨x|L|u⟩ =
{∫

⟨u|x⟩dx⟨x|L†|v⟩
}∗
,

oder mit Gl. (1.94):∫
v∗(x)Lu(x)dx =

∫
u(x)

{
L†v(x)

}∗
dx. (2.5)

L† umfaßt

{
L† (zu L formal adjungierter Operator),
L† (zu L adjungierter Operatorbereich).

(2.6)

L(x, x′) = ⟨x|L|x′⟩, L†(x, x′) = ⟨x|L†|x′⟩, ⟨x|L|x′⟩ = ⟨x′|L†|x⟩∗

L†(x, x′) = {L(x′, x)}∗ . (2.7)

Operator ist selbstadjungiert oder hermitesch, wenn gilt:

L = L†, d. h.

{
L = L†, der Operator ist formal selbstadjungiert,
L = L†, der Operatorbereich ist selbstadjungiert.

(2.8)

2.2.1 Beispiel 1

Im Intervall 0 ≤ x ≤ 1 operiert L = a(x)d2/dx2 auf Funktionen u(x); L sei durch u(0) = 0,
u′(0) = 0 (sowie natürlich quadratintegrierbare Funktionen u(x), Lu(x)) definiert. Man ermittle
L†.

1∫
0

v∗(x)Lu(x)dx

=

1∫
0

v∗(x)a(x)
d2u(x)

dx2
dx =

1∫
0

v∗(x)a(x)d

[
du(x)

dx

]

=
du

dx
v∗(x)a(x)

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

du

dx

d

dx
[a(x)v∗(x)]dx

= u′(1)v∗(1)a(1)− u(x)
d

dx
[a(x)v∗(x)]

∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

u(x)
d2

dx2
[a(x)v∗(x)]dx

=

1∫
0

u(x)

{
d2

dx2
[a∗(x)v(x)]

}∗

dx+ u′(1)v∗(1)a(1)− u(1)[a′(1)v∗(1) + a(1)v′∗(1)]

=

1∫
0

u(x)
{
L†v(x)

}∗
dx.

L† =
d2

dx2
[a∗(x) . . .], L† : v(1) = 0, v′(1) = 0. (2.9)

Es gilt L† ̸= L, L† ̸= L; somit ist L nicht selbstadjungiert.
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Lu(x) =

∫
L(x, x′)u(x′)dx′ = a(x)

d2u

dx2
= a(x)

∫
δ′′(x′ − x)u(x′)dx′.

L(x, x′) = a(x)δ′′(x′ − x) = a(x)
d2

dx′2
δ(x′ − x). (2.10)

Durch Anwendung von Gl. (2.7) könnte man daraus die Matrixelemente des adjungierten Operators
und aus

L†v(x) =

∫
L†(x, x′)v(x′)dx′

schließlich wieder L† selbst erhalten.

2.2.2 Beispiel 2

In 0 ≤ x ≤ 1 sei L = b(x)d/dx gegeben, L durch u(0) − 2u(1) = 0. Da hier ein Operator erster
Ordnung vorliegt, genügt eine einzige RB. Man ermittle L†.

1∫
0

v∗(x)Lu(x)dx =

1∫
0

v∗(x)b(x)
du

dx
dx =

1∫
0

b(x)v∗(x)du(x)

= u(x)b(x)v∗(x)|10 −
1∫

0

u(x)
d

dx
[b(x)v∗(x)]dx

=

1∫
0

u(x)

{
− d

dx
[b∗(x)v(x)]

}∗

dx+ u(1)b(1)v∗(1)− u(0)b(0)v∗(0)

=

1∫
0

u(x)

{
− d

dx
[b∗(x)v(x)]

}∗

dx+ u(1)[b(1)v∗(1)− 2b(0)v∗(0)]

=

1∫
0

u(x)
{
L†v(x)

}∗
dx.

L† = − d

dx
[b∗(x) . . .], L† : b(1)v∗(1)− 2b(0)v∗(0) = 0. (2.11)

2.2.3 Beispiel 3

L† =
d2

dx2
[a∗(x) . . .]− d

dx
[b∗(x) . . .] + c∗(x). (2.12)

2.3 Gewichtsfunktionen. Operatoren im erweiterten Sinn.

L = − 1

r(x)

d

dx

[
p(x)

d

dx

]
+ q(x) = −p(x)

r(x)

d2

dx2
− 1

r(x)

dp(x)

dx

d

dx
+ q(x). (2.13)

Durch Vergleich mit Gl. (2.1) sieht man, wie a, b, c mit r, p, q zusammenhängen.
r(x) sei eine reelle, positive Funktion.∫

|x⟩r(x)dx⟨x| = I, ⟨x|x′⟩ = δ(x− x′)

r(x)
=
δ(x− x′)

r(x′)
. (2.14)
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|φ⟩ =
∫
|x⟩r(x)dx⟨x|φ⟩ =

∫
|x⟩φ(x)r(x)dx,

⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩∗ = ⟨φ|I|ψ⟩ =
∫
⟨φ|x⟩r(x)dx⟨x|ψ⟩ =

∫
φ∗(x)ψ(x)r(x)dx,

⟨φ|φ⟩ =
∫
|φ(x)|2r(x)dx.

(2.15)

⟨x|L|u⟩ = ⟨x|g⟩ = ⟨x|LI|u⟩

= Lu(x) = g(x) =

∫
⟨x|L|x′⟩r(x′)dx′⟨x′|u⟩ =

∫
L(x, x′)u(x′)r(x′)dx′. (2.16)

G|g⟩ = L−1|g⟩ = |u⟩,

⟨x|G|g⟩ = ⟨x|u⟩ = u(x) = Gg(x) =

∫
G(x, x0)g(x0)r(x0)dx0. (2.17)

LG = I oder ⟨x|LG|x0⟩ = ⟨x|LIG|x0⟩ = ⟨x|x0⟩,

d. h. ∫
⟨x|L|x′⟩r(x′)dx′⟨x′|G|x0⟩ =

∫
L(x, x′)G(x′, x0)r(x

′)dx′ = LG(x, x0) =
δ(x− x0)

r(x)
,

also

LG(x, x0) = δ(x− x0)/r(x). (2.18)

⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗,
⟨v|IL|u⟩ = ⟨u|IL†|v⟩∗,∫

⟨v|x⟩r(x)dx⟨x|L|u⟩ =
{∫

⟨u|x⟩r(x)dx⟨x|L†|v⟩
}∗
,∫

v∗(x){Lu(x)}r(x)dx =
∫
u(x){L†v(x)}∗r(x)dx.

(2.19)

GL = LG = I, also L†G† = G†L† = I.

L†G† = I oder ⟨x|L†G†|x0⟩ = ⟨x|L†IG†|x0⟩ = ⟨x|x0⟩,∫
⟨x|L†|x′⟩r(x′)dx′⟨x′|G†|x0⟩ =

∫
L†(x, x′)G†(x′, x0)r(x

′)dx′ = δ(x− x0)/r(x),

L†G†(x, x0) = δ(x− x0)/r(x). (2.20)

G(x, x0) aus L, G†(x, x0) aus L†.

G†(x′, x) = {G(x, x′)}∗. (2.21)

Mittels Gl. (2.19) wird zu L in der Form Gl. (2.13) der adjungierte Operator berechnet. Der zu q
adjungierte Anteil ist q∗, weil offenbar∫

v∗(x){q(x)u(x)}r(x)dx =

∫
u(x){q∗(x)v(x)}∗r(x)dx. (2.22)
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Für den ersten Anteil von Gl. (2.13) gilt z. B. im Bereich 0 ≤ x ≤ 1

1∫
0

v∗{Lu}rdx

= −
1∫

0

v∗
1

r

d

dx

(
p
du

dx

)
rdx = −

1∫
0

v∗d

(
p
du

dx

)
= − v∗p

du

dx

∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

dv∗

dx
p
du

dx
dx

=

1∫
0

p
dv∗

dx
du− v∗p

du

dx

∣∣∣∣1
0

= p
dv∗

dx
u

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

u
d

dx

(
p
dv∗

dx

)
dx− v∗p

du

dx

∣∣∣∣1
0

=

1∫
0

u

{
−1

r

d

dx

(
p∗
dv

dx

)}∗

rdx+ p

(
u
dv∗

dx
− v∗

du

dx

)∣∣∣∣1
0

=

1∫
0

u
{
L†v

}∗
rdx+ K [v∗(x), u(x)]|10

=

1∫
0

u
{
L†v

}∗
rdx+

1∫
0

d

dx
K(v∗, u)dx. (2.23)

K(v∗, u) wird als Konjunkt oder bilineare Kovariante der Funktionen v∗, u bezeichnet:

K(v∗, u) = K(⟨v|x⟩, ⟨x|u⟩) = −p(x)
[
v∗
du

dx
− u

dv∗

dx

]
. (2.24)

Für den adjungierten Operator (siehe Gl. (2.5)) muß der letzte Term in Gl. (2.23) verschwinden.

⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗ +
1∫

0

d

dx
K(v∗, u)dx mit

1∫
0

dK(v∗, u)

dx
dx = 0. (2.25)

L

 L = −1

r

d

dx

(
p
d

dx

)
+ q, r reell,

u(x) aus dem Operatorbereich L (oft mit homogenen RB)

(2.26)

L†

 L† = −1

r

d

dx

(
p∗

d

dx

)
+ q∗, r reell,

v(x) aus L†, definiert durch K(v∗, u)|10 = 0.

(2.27)

v∗(x){Lu(x)} = u(x)
{
L†v(x)

}∗
+

1

r(x)

d

dx
K(v∗, u). (2.28)

Daraus entnimmt man für das Konjunkt:

1. K(v∗, u) ist eine Konstante, wenn u, v Lösungen von Lu(x) = 0, L†v(x) = 0 sind.

2. Ist L = L† (formal selbstadjungierter Operator), so ist K(v∗, u) eine Konstante, wenn u, v
Lösungen von Lu(x) = 0, Lv(x) = 0 sind.

3. Ist L = L†, so ist für linear abhängige reelle Lösungen von Lu = 0, Lv = 0 (d. h. u = const·v)
das Konjunkt K = 0; das sieht man durch Einsetzen in Gl. (2.24).
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2.3.1 Operatoren im erweiterten Sinn

LI , gegeben durch L,LI ; L operiert auf w(x) aus LI ;
L, gegeben durch L,L; L operiert auf u(x) aus L;
L†, gegeben durch L†,L†; L† operiert auf v(x) aus L†.

Wegen Gl. (2.25) gilt

⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗ +K (v∗, u)|10 , K (v∗, u)|10 = 0. (2.29)

⟨v|LI |w⟩ = ⟨w|L†|v⟩∗ +K (v∗, w)|10 , K (v∗, w)|10 ̸= 0. (2.30)

Operator Le definiert durch:

⟨v|Le|w⟩ = ⟨w|L†|v⟩∗ = ⟨v|LI |w⟩ −K (v∗, w)|10 . (2.31)

LeG = I = GLe. (2.32)

Ansatz:

LI = Le + L1. (2.33)

⟨v|Le|w⟩ = ⟨v|LI |w⟩ −K (v∗, w)|10 ,
⟨v|Le|w⟩ = ⟨v|LI |w⟩ − ⟨v|L1|w⟩

= ⟨v|LI |w⟩+ ⟨v|s⟩,
⟨v|L1|w⟩ = −⟨v|s⟩ = K (⟨v|x⟩, ⟨x|w⟩)|10 .

(2.34)

2.3.2 Formal selbstadjungierte Operatoren

Für r(x), p(x), q(x) reell gilt L = L†, (formal selbstadjungiert); impliziert nicht L = L†, da u(x)
aus L, aber v(x) aus L†, und im allgemeinen L ≠ L†.

Als Bereich L wählt man immer homogene RB. L† aus

K(v∗, u)|10 = −p
(
v∗
du

dx
− u

dv∗

dx

)∣∣∣∣1
0

= −p

∣∣∣∣∣ v∗ dv∗

dx

u du
dx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

0

= 0. (2.35)

Wronskische Determinante; sie verschwindet, wenn u(x), v∗(x) linear abhängig.
L = L† gilt für (= selbstadjungierte Randbedingungen)

1. Homogene RB 1. Art: u(0) = u(1) = 0.

2. Homogene RB 2. Art: u′(0) = u′(1) = 0.

3. Homogene RB 3. Art: u(0) + c1u
′(0) = 0, u(1) + c2u

′(1) = 0. Die Koeffizienten c1, c2 sind
reell.

4. Periodische RB mit der Einschränkung p(0) = p(1): u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).

Homogene Anfangsbedingungen sind nicht selbstadjungiert: Für L mit u(0) = u′(0) = 0 erhält
man L† als v(1) = v′(1) = 0.
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2.4 Inhomogene Probleme mit inhomogenen Randbedin-
gungen

LI |w⟩ = |g⟩, d. h. Lw(x) = g(x) mit w(x) aus LI . (2.36)

Bekannt sei:

L|u⟩ = |g⟩, d. h. Lu(x) = g(x) mit u(x) aus L,
GL = LG = L†G† = G†L† = I,

LG(x, x0) = δ(x− x0)/r(x) mit G(x, x0) aus L bezüglich x,
L†G†(x, x0) = δ(x− x0)/r(x) mit G†(x, x0) aus L† bezüglich x,

(2.37)

Lösung des inhomogenen Problems zu homogenen Randbedingungen (beachteG†(x′, x) = {G(x, x′)}∗):

|u⟩ = G|g⟩, d. h.

u(x) =

1∫
0

G(x, x0)g(x0)r(x0)dx0 =

1∫
0

[G†(x0, x)]
∗g(x0)r(x0)dx0.

LI |w⟩ = |g⟩ = Le|w⟩+ L1|w⟩. (2.38)

Die formale Lösung (GLe = I):

|w⟩ = G|g⟩ −GL1|w⟩. (2.39)

w(x) = ⟨x|w⟩ = ⟨x|G|g⟩ − ⟨x|GL1|w⟩. (2.40)

Die Bedeutung der Klammer ⟨x|GL1|w⟩ folgt aus Gl. (2.34), indem man statt ⟨v| den Bra ⟨x|G
einsetzt und im Konjunkt anstelle der Variablen x (die bereits in ⟨x|G verwendet wurde) eine
Variable x0 setzt:

−⟨x|GL1|w⟩ = = −K (⟨x|G|x0⟩, ⟨x0|w⟩)|x0=1
x0=0

= −K [G(x, x0), w(x0)]|x0=1
x0=0 . (2.41)

Differentiationen im Konjunkt erfolgen nach der Variablen x0. Lösung des inhomogenen Problems
zu inhomogenen Randbedingungen:

w(x) =

1∫
0

G(x, x0)g(x0)r(x0)dx0 −K [G(x, x0), w(x0)]|x0=1
x0=0 . (2.42)

Sonderfall: L|u⟩ = |g⟩ mit u(x) aus L ist im allgemeinen nicht lösbar, wenn das Problem
L†|v⟩ = 0 eine nichttriviale Lösung v(x) aus L† besitzt. Aus L|u⟩ = |g⟩ folgt dann nämlich

⟨v|L|u⟩ = ⟨v|g⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗ = 0. (2.43)

Eine Lösung existiert nur dann, wenn
”
zufällig“ ⟨v|g⟩ ebenfalls verschwindet (Orthogonalität von

|g⟩ und |v⟩).

2.4.1 Beispiel

Man löse

−d
2w(x)

dx2
= g(x), 0 ≤ x ≤ 1, w(0) = w0, w(1) = w1. (2.44)

LI : L = −d2/dx2, LI : w(0) = w0, w(1) = w1,
L : L = −d2/dx2, L : u(0) = 0, u(1) = 0,

L† : L† = L = −d2/dx2, L† = L : v(0) = 0, v(1) = 0.

16



−d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0), G(0, x0) = 0, G(1, x0) = 0. (2.45)

G(x, x0) =

{
x0(1− x) 0 ≤ x0 < x,
x(1− x0) x < x0 ≤ 1.

(2.46)

K [G(x, x0), w(x0)]|x0=1
x0=0 =

= −

[
G(x, 1)w′(1)− w(1)

∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=1

]
+

[
G(x, 0)w′(0)− w(0)

∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=0

]

= w1
∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=1

− w0
∂G(x, x0)

∂x0

∣∣∣∣
x0=0

= w1
∂

∂x0
[x(1− x0)]

∣∣∣∣
x0=1

− w0
∂

∂x0
[x0(1− x)]

∣∣∣∣
x0=0

= −w1x− w0(1− x). (2.47)

w(x) =

1∫
0

G(x, x0)g(x0)dx0 + w0(1− x) + w1x

=

x∫
0

x0(1− x)g(x0)dx0 +

1∫
x

x(1− x0)g(x0)dx0 + w0(1− x) + w1x. (2.48)

2.5 Berechnung der Greenschen Funktion

LG(x, x0) =
δ(x− x0)

r(x)
= − 1

r(x)

d

dx

[
p(x)

dG(x, x0)

dx

]
+ q(x)G(x, x0). (2.49)

G(x, x0) aus L (homogene Randbedingungen). G(x, x0) ist stetig mit Sprung in der ersten Ablei-
tung bei x = x0.

lim
ε→0

{
−p(x) dG(x, x0)

dx

∣∣∣∣x=x0+ε

x=x0−ε

}
= 1. (2.50)

G(x, x0) ist außer bei x = x0 eine Lösung der homogenen Gleichung LG = 0.

2.5.1 G(x, x0) für ungemischte Randbedingungen

• h1(x) ist irgendeine Lösung von LG = 0, welche die homogene RB bei x = 0 erfüllt.

• h2(x) ist irgendeine Lösung von LG = 0, welche die homogene RB bei x = 1 erfüllt.

F (x, x0) =

{
h1(x)h2(x0) 0 ≤ x < x0,
h1(x0)h2(x) x0 < x ≤ 1,

(2.51)

stetig, außer bei x = x0 ist LF (x, x0) = 0, homogene RB. Der Sprung der ersten Ableitung ist

lim
ε→0

{
−p dF

dx

∣∣∣∣
x=x0+ε

+ p
dF

dx

∣∣∣∣
x=x0−ε

}
= −p(x0)[h1(x0)h′2(x0)−h2(x0)h′1(x0)] = K (h1, h2)|x=x0

.

G(x, x0) =
h1(x)h2(x0)H(x0 − x) + h1(x0)h2(x)H(x− x0)

K(h1, h2)|x=x0

, 0 ≤ x0 ≤ 1. (2.52)
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Beispiel

−d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0), G(0, x0) = 0, G(1, x0) = 0.

h1(x) = x
h2(x) = 1− x

K(h1, h2) = (1− x)− x(−1) = 1.

G(x, x0) = x(1− x0)H(x0 − x) + x0(1− x)H(x− x0) 0 ≤ x0 ≤ 1. (2.53)

2.5.2 G(x, x0) für gemischte Randbedingungen

Ansatz:

G(x, x0) = c1h1(x)+c2h2(x)+
h1(x)h2(x0)H(x0 − x) + h1(x0)h2(x)H(x− x0)

K(h1, h2)|x=x0

0 ≤ x0 ≤ 1. (2.54)

c1, c2 aus den homogenen RB, h1, h2 beliebig mit Lh = 0.

Beispiel

−d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0), G(0, x0) = 0, G′(0, x0) = 0

h1(x) = 1
h2(x) = x

K(h1, h2)|x=x0
= −1

G(x, x0) = c1 + c2x− x0H(x0 − x)− xH(x− x0) =

{
c1 + c2x− x0 0 ≤ x < x0,
c1 + c2x− x x0 < x ≤ 1.

(2.55)

Homogene RB:

G(0, x0) = 0 = c1 − x0,
G′(0, x0) = 0 = c2,

}
d. h. c1 = x0, c2 = 0.

Ergebnis

G(x, x0) =

{
0 0 ≤ x < x0

x0 − x x0 < x ≤ 1

}
= (x0 − x)H(x− x0), 0 ≤ x0 ≤ 1. (2.56)

2.5.3 Die Berechnung von G(x, x0) mittels Fouriertransformation

Methode ist vorteilhaft bei kausalen GF.

Beispiel

−d
2G(x, x0)

dx2
= δ(x− x0), G(0, x0) = 0, G′(0, x0) = 0. (2.57)

4π2f2GF (f, x0) = e−2πjfx0 ,

GF (f, x0) = exp(−2πjfx0)
4π2f2 ,

G(x, x0) =
∫ +∞
−∞

exp[2πjf(x−x0)]
4π2f2 df.

(2.58)

Lösung ist sinnlos: Integrand in der Umgebung von f = 0:

exp[2πjf(x− x0)]

4π2f2
=

1

4π2f2
+
j(x− x0)

2πf
− (x− x0)

2

2
+ . . . (2.59)
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Abbildung 2.1: Zur gewünschten kausalen Greenschen Funktion führender Integrationsweg C für
das Integral Gl. (2.58) in der komplexen f -Ebene

G(x, x0) =
1

4π2

∫
C

e2πjf(x−x0)

f2
df. (2.60)

G(x, x0) = 0 für x− x0 < 0, (2.61)∮
= 2πj

∑
Residuen = 2πj

j(x− x0)

2π
= x0 − x = G(x, x0), x− x0 > 0. (2.62)

2.5.4 G(x, x0) für Differentialgleichungen erster Ordnung

Lw(x) =
dw

dx
+ jk0w = 0, w(x1) = w1 ̸= 0, x1 ≤ x ≤ x2. (2.63)

Lösung nach Gl. (2.42)

w(x) = − K[G(x, x0), w(x0)]|x0=x2

x0=x1
. (2.64)

dG(x, x0)

dx
+ jk0G(x, x0) = δ(x− x0), G(x1, x0) = 0. (2.65)

G(x, x0) =

{
0 x1 ≤ x < x0,

c exp(−jk0x) x0 < x ≤ x2.
(2.66)

lim
ε→0

{
G(x, x0)|x=x0+ε − G(x, x0)|x=x0−ε

}
= 1 = ce−jk0x0 . (2.67)

G(x, x0) =

{
0 x1 ≤ x < x0,

exp[−jk0(x− x0)] x0 < x ≤ x2.
(2.68)

Für das Konjunkt kann jetzt nicht Gl. (2.24) verwendet werden. Man geht auf die allgemeine
Definition Gl. (2.25) mit r = 1 zurück:

x2∫
x1

v∗Ludx =

x2∫
x1

v∗
(
d

dx
+ jk0

)
udx =

x2∫
x1

v∗du+

x2∫
x1

jk0v
∗udx

= v∗u|x2

x1
−

x2∫
x1

u
dv∗

dx
dx+

x2∫
x1

jk0v
∗udx =

x2∫
x1

u

{(
− d

dx
− jk0

)
v

}∗

dx+ v∗u|x2

x1

=

x2∫
x1

u
{
L†v

}∗
dx+ K(v∗, u)|x2

x1
. (2.69)

L† = − d

dx
− jk0, K(v∗, u) = v∗u. (2.70)

w(x) = − G(x, x0)w(x0)|x0=x2

x0=x1
= −G(x, x2)w(x2) +G(x, x1)w(x1)

= G(x, x1)w(x1) = w1e
−jk0(x−x1), x > x1. (2.71)
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G(x, x0) =

{
exp[−jk0(x− x0)] x > x0,

0 x < x0

”
Propagator“.

GF mittels Fourier-Transformation:

−j(k − k0)GF (k, x0) = ejkx0 . (2.72)

G(x, x0) =

+∞∫
−∞

GF (k, x0)e
−jkx dk

2π
= − 1

2πj

+∞∫
−∞

exp[jk(x0 − x)]

k − k0
dk. (2.73)

Abbildung 2.2: Integrationsweg C für das Integral Gl. (2.73), der zur richtigen Greenschen Funktion
führt

∮
= −2πj

∑
Residuen = −2πj

[
− 1

2πj
ejk0(x0−x)

]
= ejk0(x0−x) = G(x, x0), x > x0. (2.74)

Damit ist der Propagator gefunden.
Die richtige Lösung ohne

”
Probieren“:

GF (k, x0) = jejkx0P

(
1

k − k0

)
+ jejkx0cδ(k − k0). (2.75)

c muß so bestimmt werden, daß die GF

G(x, x0) =

+∞∫
−∞

GF (k, x0)e
−jkx dk

2π

=
j

2π

+∞∫
−∞

P

(
1

k − k0

)
ejk(x0−x)dk +

jc

2π
ejk0(x0−x) (2.76)

die RB erfüllt.

G(x, x0) = ejk0(x0−x)

[
−1

2
sgn(x0 − x) +

jc

2π

]
. (2.77)

Für die RB G(x1, x0) = 0 ist wegen x1 ≤ x < x0 und somit x < x0 der Funktionswert sgn(x0−x) =
1, und somit folgt aus Gl. (2.77)

jc

2π
=

1

2
. (2.78)

G(x, x0) = ejk0(x0−x)

[
1

2
− 1

2
sgn(x0 − x)

]
. (2.79)

Dieses Ergebnis ist mit Gl. (2.74) identisch. Das Integral in Gl. (2.76) wird folgendermaßen berech-
net:
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1. Man substituiert die neue Variable v = k − k0.

2. Man verwendet die Definition des Hauptwerts Gl. (1.29).

3. Man schreibt statt sin[v(x0 − x)] den Ausdruck sin[v|x0 − x|]sgn(x0 − x).

4. Man substituiert u = v|x0 − x|.

5. Das Integral
∫∞
0

sinxdx/x hat den Wert π/2.

Man erhält:

j

2π

+∞∫
−∞

P

(
1

k − k0

)
ejk(x0−x)dk =

j

2π
ejk0(x0−x)

+∞∫
−∞

P

(
1

v

)
ejv(x0−x)dv

= − 1

π
ejk0(x0−x) lim

ε→0

∞∫
ε

sin[v(x0 − x)]

v
dv

= − 1

π
ejk0(x0−x)sgn(x0 − x) lim

ε→0

∞∫
ε|x0−x|

sinu

u
du

= − 1

π
ejk0(x0−x)sgn(x0 − x)

+∞∫
0

sinu

u
du = −1

2
ejk0(x0−x)sgn(x0 − x)

Damit ist Gl. (2.78) bewiesen.
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Kapitel 3

Eigenfunktionen

3.1 Entwicklung nach Eigenfunktionen

L|uk⟩ = λk|uk⟩,
L†|vl⟩ = µl|vl⟩,

(3.1)

f(L) =
∑
i

ciL
i, h(L†) =

∑
i

bi(L
†)i, (3.2)

f(L)|uk⟩ = f(λk)|uk⟩,
h(L†)|vl⟩ = h(µl)|vl⟩.

(3.3)

⟨vl|L|uk⟩ = λk⟨vl|uk⟩,
⟨uk|L†|vl⟩ = µl⟨uk|vl⟩,

}
und wegen ⟨vl|L|uk⟩ = ⟨uk|L†|vl⟩∗

(λk − µ∗
l )⟨vl|uk⟩ = 0. (3.4)

⟨vl|uk⟩ = δ(l, k) =

{
δlk l, k diskret,
δ(l − k) l, k kontinuierlich.

(3.5)

∫
⟨vl|x⟩r(x)dx⟨x|uk⟩ =

∫
v∗l (x)uk(x)r(x)dx = δlk,∫

⟨vl|x⟩r(x)dx⟨x|uk⟩ =
∫
v∗(l, x)u(k, x)r(x)dx = δ(l − k).

(3.6)

|φ⟩ =
∑
k

|uk⟩αk +

∫
|uk⟩α(k)dk =

∑
k

∫
|uk⟩α(k)dk,

|φ⟩ =
∑
l

|vl⟩βl +
∫

|vl⟩β(l)dl =
∑
l

∫
|vl⟩β(l)dl.

(3.7)

⟨vl|φ⟩ =
∑
k

∫
⟨vl|uk⟩α(k)dk =

∑
k

∫
δ(l, k)α(k)dk =

{
αl l diskret,
α(l) l kontinuierlich.

(3.8)

|φ⟩ =
∑
k

|uk⟩⟨vk|φ⟩+
∫

|uk⟩dk⟨vk|φ⟩ =
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk|φ⟩,

|φ⟩ =
∑
l

|vl⟩⟨ul|φ⟩+
∫

|vl⟩dl⟨ul|φ⟩ =
∑
l

∫
|vl⟩dl⟨ul|φ⟩,

⟨vk|φ⟩ =
∫

⟨vk|x′⟩r(x′)dx′⟨x′|φ⟩ =

{ ∫
v∗k(x

′)φ(x′)r(x′)dx′ k diskret,∫
v∗(k, x′)φ(x′)r(x′)dx′ k kontinuierlich.

(3.9)
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∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk| =

∑
k

|uk⟩⟨vk|+
∫

|uk⟩dk⟨vk| = I,∑
l

∫
|vl⟩dl⟨ul| =

∑
l

|vl⟩⟨ul|+
∫

|vl⟩dl⟨ul| = I.
(3.10)

δ(x− x′)

r(x)
=
δ(x− x′)

r(x′)

=
∑
k

∫
u(k, x)v∗(k, x′)dk =

∑
k

uk(x)v
∗
k(x

′) +

∫
u(k, x)v∗(k, x′)dk

=
∑
l

∫
v(l, x)u∗(l, x′)dl =

∑
l

vl(x)u
∗
l (x

′) +

∫
v(l, x)u∗(l, x′)dl. (3.11)

φ(x) =

∫
δ(x− x′)φ(x′)dx′

=
∑
k

uk(x)

∫
v∗k(x

′)φ(x′)r(x′)dx′ +

∫
dku(k, x)

∫
v∗(k, x′)φ(x′)r(x′)dx′. (3.12)

3.1.1 Speziell für Hermitesche Operatoren geltende Beziehungen

⟨uk|L|uk⟩ = λk⟨uk|uk⟩ = ⟨uk|L†|uk⟩ = ⟨uk|L†|uk⟩∗

⟨ul|uk⟩ = δ(l, k),
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨uk| = I. (3.13)

⟨φ|L|φ⟩
⟨φ|φ⟩

= λk +O(ε2). (3.14)

3.1.2 Beispiel für Eigenfunktionen

L : L = −d2/dx2; L : u(0) = 0, u′(0) = u(1). (3.15)

K(v∗, u)|10 = u(1)v′∗(1)− v∗(1)u′(1)− u(0)v′∗(0) + v∗(0)u′(0)

= u′(0)v′∗(1)− v∗(1)u′(1) + v∗(0)u′(0)

= u′(0)[v∗(0) + v′∗(1)]− u′(1)v∗(1) = 0,

L† : L† = −d2/dx2; L† : v∗(1) = 0, v′∗(1) = −v∗(0). (3.16)

u′′ + λu = 0 Differentialgleichung,

u(x) = C sin(x
√
λ) Lösung für u(0) = 0,√

λ = sin
√
λ Eigenwertgleichung für u′(0) = u(1).

(3.17)

u0(x) = x, λ0 = 0. (3.18)√
λk = αk + jβk, uk(x) = sin[x(αk + jβk)], (3.19)

αk = sinαk coshβk, βk = cosαk sinhβk. (3.20)

v′′ + µv = 0 Differentialgleichung,
v(x) = C sin[(1− x)

√
µ] Lösung für v∗(1) = 0,

(
√
µ)∗ = sin(

√
µ)∗ Eigenwertgleichung für v∗(0) = −v′∗(1).

(3.21)

[sin(a+ jb)]∗ = sin[(a+ jb)∗]

v0(x) = 1− x, µ0 = λ0 = 0,
vk(x) = sin[(1− x)(αk − jβk)], (

√
µk)

∗ =
√
λk = αk + jβk.

(3.22)
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∫ 1

0
v∗0(x)u0(x)dx =

∫ 1

0
(1− x)xdx = 1

6 ,∫ 1

0
v∗l (x)uk(x)dx =

∫ 1

0
sin[(1− x)(αl + jβl)] sin[x(αk + jβk)]dx

= 1
2 [1− cos(αk + jβk)]δkl.

(3.23)

u0(x) = x, v0(x) = 6(1− x),

uk(x) = sin[x(αk + jβk)], vk(x) =
2

1− cos(αk − jβk)
sin[(1− x)(αk − jβk)].

φ(x) = u0(x)⟨v0|φ⟩+
∑∞

k=1 uk(x)⟨vk|φ⟩,

⟨v0|φ⟩ =
∫ 1

0
v∗0(x)φ(x)dx =

∫ 1

0
6(1− x)φ(x)dx,

⟨vk|φ⟩ =
∫ 1

0
v∗k(x)φ(x)dx =

∫ 1

0
2 sin[(1−x)(αk+jβk)]

1−cos(αk+jβk)
φ(x)dx.

(3.24)

3.1.3 Beispiel zur Entwicklung nach Eigenfunktionen

L : L = −d2/dx2, L : u(0) = 0, u(π) = 0,

L† : L = −d2/dx2, L† : v(0) = 0, v(π) = 0,

}
d. h. L = L†. (3.25)

uk(x) =

√
2

π
sin(kx), k = 1, 2, 3, . . . , λk = k2. (3.26)

δ(x− x′) =

∞∑
k=1

2

π
sin(kx) sin(kx′). (3.27)

φ(x) =
1

2
(π − x) 0 ≤ x ≤ π, d. h. φ(0) = π/2, φ(π) = 0. (3.28)

φ(x) =

π+∫
0−

δ(x− x′)φ(x′)dx′ =
∞∑
k=1

2

π
sin(kx)

π∫
0

1

2
(π − x′) sin(kx′)dx′ =

∞∑
k=1

sin(kx)

k
. (3.29)

Abbildung 3.1: Darstellung der Funktion φ(x) von Gl. (3.28), welche für Werte x < 0 gemäß der
Reihe von Gl. (3.29) als ungerade Funktion fortgesetzt wurde

f(ζ) =
π cos(πζ)

sin(πζ)
(3.30)
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lim
ζ→k

π cos(πζ)

sin(πζ)
= lim

ζ→k

π cos(πζ)

sin[(ζ − k)π + kπ]

= lim
ζ→k

π cos(πζ)

sin[(ζ − k)π] cos(kπ) + cos[(ζ − k)π] sin(kπ)

= lim
ζ→k

π

sin[(ζ − k)π]
= lim

ζ→k

π

(ζ − k)π − 1
3! (ζ − k)3π3 + . . .

= lim
ζ→k

1

ζ − k

1

1−O[(ζ − k)2]
= lim

ζ→k

1

ζ − k
.

φ(x) =

∞∑
k=1

sin(kx)

k
=

1

2πj

∮
C

π cos(πζ)

sin(πζ)

sin(ζx)

ζ
dζ. (3.31)

Abbildung 3.2: Integrationsweg für das Integral von Gl. (3.31) in der komplexen ζ-Ebene

− 1

2πj

∮
C

π sin(πζ)

sin(πζ)

cos(ζx)

ζ
dζ = 0,

φ(x) =
∞∑
k=1

sin(kx)

k
=

1

2πj

∫
C1

π sin[ζ(x− π)]

ζ sin(πζ)
dζ. (3.32)

Abbildung 3.3: Der Integrationsweg längs der nicht geschlossenen Kurve C1 ersetzt den Integrati-
onsweg C von Abb. (3.2), siehe das Integral von Gl. (3.32)

∮
C2

= 0 =

∫
C1

+

B∫
A

+

D∫
B

+

E∫
D

+

G∫
F

.

B∫
A

+

E∫
D

= 0.

∫
C1

= −
D∫

B

−
G∫

F

. (3.33)
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Abbildung 3.4: Das Umlaufintegral längs C2 verschwindet; es enthält als Bestandteil das Integral
längs des in Abb. (3.3) gezeigten Weges C1

−
D∫

B

= − lim
ε→0

π∫
0

π sin[εejφ(x− π)]

εejφ sin(πεejφ)
jεejφdφ

= − lim
ε→0

π∫
0

jπ
εejφ(x− π)− . . .

πεejφ − . . .
dφ

= −j
π∫

0

(x− π)dφ = −jπ(x− π). (3.34)

G∫
F

sin[ζ(x− π)]dζ

ζ sin(πζ)

=

G∫
F

ejζ(x−π) − e−jζ(x−π)

ejπζ − e−jπζ

dζ

ζ

=

G∫
F

ejζxdζ

ζ (e2jπζ − 1)
−

G∫
F

e−jζ(x−2π)dζ

ζ (e2jπζ − 1)
. (3.35)

φ(x) =
∞∑
k=1

sin(kx)

k
=

1

2
(π − x), 0 < x < 2π. (3.36)

3.2 Die Spektraldarstellung von Operatorfunktionen

|g⟩ =
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk|g⟩ =

∑
l

∫
|vl⟩dl⟨ul|g⟩,

f(L)|g⟩ =
∑
k

∫
f(L)|uk⟩dk⟨vk|g⟩ =

∑
k

∫
|uk⟩f(λk)dk⟨vk|g⟩,

f(L†)|g⟩ =
∑
l

∫
f(L†)|vl⟩dl⟨ul|g⟩ =

∑
l

∫
|vl⟩f(µl)dl⟨ul|g⟩.

(3.37)
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f(L)g(x) =
∑
k

uk(x)f(λk)

∫
v∗k(x0)g(x0)r(x0)dx0,

f(L†)g(x) =
∑
l

vl(x)f(µl)

∫
u∗l (x0)g(x0)r(x0)dx0.

(3.38)

f(L) =
∑
k

∫
|uk⟩f(λk)dk⟨vk|,

f(L†) =
∑
l

∫
|vl⟩f(µl)dl⟨ul|.

(3.39)

∫
|uk⟩δ(λk − λ)dk⟨vk| = (Definition) = δ(L− λI). (3.40)

f(L)δ(x− x0) =
∑
k

uk(x)f(λk)v
∗
k(x0)r(x0),

f(L†)δ(x− x0) =
∑
l

vl(x)f(µl)u
∗
l (x0)r(x0).

(3.41)

3.2.1 Inversion von Operatoren

L|φ⟩ = |g⟩ (3.42)

L|uk⟩ = λk|uk⟩, L†|vl⟩ = µl|vl⟩. (3.43)

f(L) = L−1 = G =
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk|

λk
. (3.44)

|φ⟩ = G|g⟩ =
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk|g⟩

λk
,

φ(x) =
∑
k

∫
uk(x)dk

∫
v∗k(x0)g(x0)r(x0)dx0

λk
.

(3.45)

G(x, x0) = ⟨x|G|x0⟩ =
∑
k

∫
uk(x)dk v

∗
k(x0)

λk
. (3.46)

3.3 Grundgedanke der Störungsrechnung

L|uk⟩ = λk|uk⟩, L = L†, d. h. λk = µk, |uk⟩ = |vk⟩. (3.47)

LI |w⟩ = β|w⟩, |w⟩ =? β =? (3.48)

LI = Le + L1. (3.49)

(Le + L1)|w⟩ = β|w⟩. (3.50)

L1|w⟩ =
∑
k

|uk⟩⟨uk|L1|w⟩ = (βI − Le)|w⟩. (3.51)

|w⟩ = (βI − Le)
−1

∑
k

|uk⟩⟨uk|L1|w⟩ =
∑
k

|uk⟩
⟨uk|L1|w⟩
β − λk

. (3.52)

|w⟩ = |un⟩
⟨un|L1|w⟩
β − λn

+
∑
k ̸=n

|uk⟩
⟨uk|L1|w⟩
β − λk

= |un⟩+
∑
k ̸=n

|uk⟩
⟨uk|L1|w⟩
β − λk

,

β = λn + ⟨un|L1|w⟩. (3.53)
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|w0⟩ = |un⟩, β(0) = λn.

|wν+1⟩ = |un⟩+
∑
k ̸=n

|uk⟩
⟨uk|L1|wν⟩
β(ν) − λk

, β(ν+1) = λn + ⟨un|L1|wν⟩. (3.54)

|w1⟩ = |un⟩+
∑
k ̸=n

|uk⟩
⟨uk|L1|un⟩
λn − λk

, β(1) = λn + ⟨un|L1|un⟩. (3.55)

|φ⟩ = |un⟩+ ε|g⟩, (3.56)

⟨φ|L|φ⟩
⟨φ|φ⟩

= λn +O(ε2). (3.57)

3.3.1 Beispiel zur Störungsrechnung

L : L = −d2/dx2 = L†, L = L† : u(0) = u(1) = 0.

uk(x) =
√
2 sin(x

√
λk) =

√
2 sin(kπx),

λk = (kπ)2, k = 1, 2, 3, . . .
(3.58)

LI : L = −d2/dx2, LI : w(0) + αw′(0) = 0, w(1) = 0. (3.59)

⟨uk|L1|w⟩ = K [u∗k(x), w(x)]|
x=1
x=0 =

(
w
du∗k
dx

− u∗k
dw

dx

)∣∣∣∣x=1

x=0

= −kπ
√
2w(0) = kπα

√
2w′(0). (3.60)

⟨uk|L1|un⟩ = kπα
√
2u′n(0) = 2π2knα,

⟨un|L1|un⟩ = 2π2n2α.
(3.61)

|w1⟩ = |un⟩+
∞∑

k ̸=n
k=1

|uk⟩
2αnk

n2 − k2
, β(1) = n2π2(1 + 2α). (3.62)

3.3.2 Näherungen für Eigenwerte

L : L = −d2/dx2, L : u(0) = u(1) = 0, L = L†, (3.63)∫ 1

0
φ∗(x)

(
−d2φ

dx2

)
dx∫ 1

0
|φ(x)|2dx

=

∫ 1

0
x(1− x)2dx∫ 1

0
x2(1− x)2dx

= 10 = λ+O(ε2). (3.64)

3.4 Beziehung zur Schrödingergleichung

Lu(x) = λu(x), L: homogene RB, L = −1

r

d

dx

(
p
d

dx

)
+ q (3.65)

d2y(ξ)

dξ2
+ [λ−Q(ξ)]y(ξ) = 0 (3.66)

u(x) =
y(x)
4
√
rp
, ξ =

∫ √
r

p
dx, Q =

1
4
√
rp

d2 4
√
rp

dξ2
+ q. (3.67)

y(ξ) = 4

√
λ

λ−Q(ξ)
exp

±j ξ∫
∓∞

√
λ−Q(z)dz

 . (3.68)

y(ξ) = exp[±jξ
√
λ]. (3.69)

u(x) =
1

4
√
rp

exp

[
±j

√
λ

∫ √
r

p
dx

]
. (3.70)
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Anmerkung

|u⟩ = λG|u⟩, u(x) = λ

b∫
a

G(x, x0)u(x0)r(x0)dx0. (3.71)

3.5 Die Greensche Funktion Gλ(x, x0)

L|uk⟩ = λk|uk⟩, L : L, L (homogene RB),

L†|vl⟩ = µl|vl⟩, L† : L†, L†,
(3.72)

Gλ = (L− λI)−1, d. h. (L− λI)Gλ = I, (3.73)

Gλ = (L− λI)−1 =
∑
k

∫
|uk⟩dk⟨vk|
λk − λ

= −
∑
k

|uk⟩⟨vk|
λ− λk

−
∫

|uk⟩dk⟨vk|
λ− λ(k)

,

Gλ(x, x0) = ⟨x|Gλ|x0⟩ = −
∑
k

uk(x)v
∗
k(x0)

λ− λk
−

∫
u(k, x)v∗(k, x0)

λ− λ(k)
dk.

(3.74)

1. Bei λ = λk hat Gλ einen Pol erster Ordnung. Aus der Lage der Pole erster Ordnung von Gλ

erhält man das diskrete Spektrum des Operators L (und damit wegen µk = λ∗k auch das von

L†).

2. Die Residuen von Gλ bei λ = λk haben den Wert −uk(x)v∗k(x0); daraus kann man die

Eigenfunktionen von L und L† ablesen.

3. Das kontinuierliche Spektrum λ = λ(k) (falls vorhanden) führt zu einem Verzweigungsschnitt
von Gλ. Ist L = L†, so sind die Eigenwerte reell und der Verzweigungsschnitt liegt auf der
reellen Achse der komplexen λ-Ebene.

1
2πj

∮
Gλdλ = −

∑
k |uk⟩⟨vk| =

∫
|uk⟩dk⟨vk| − I,

1
2πj

∮
Gλ(x, x0)dλ = −

∑
k uk(x)v

∗
k(x0) =

∫
u(k, x)v∗(k, x0)dk − δ(x−x0)

r(x)

=
∫
u(k, x)v∗(k, x0)dk − δ(x−x0)

r(x0)
.

(3.75)

3.5.1 Beispiel zum diskreten Spektrum(
− d2

dx2
− λ

)
Gλ(x, x0) = δ(x− x0), Gλ(0, x0) = Gλ(1, x0) = 0, Gλ aus L. (3.76)

h1(x) = sin(x
√
λ), h2(x) = sin[(1− x)

√
λ]

K(h1, h2)|x=x0
= (h2h

′
1 − h1h

′
2)|x=x0

=
√
λ sin

√
λ

Gλ(x, x0) =
sin(x

√
λ) sin[(1− x0)

√
λ]H(x0 − x)√

λ sin
√
λ

+
sin(x0

√
λ) sin[(1− x)

√
λ]H(x− x0)√

λ sin
√
λ

, 0 ≤ x0 ≤ 1. (3.77)

Gλ =
sin(x

√
λ)[sin

√
λ cos(x0

√
λ)− cos

√
λ sin(x0

√
λ)]H(x0 − x)√

λ sin
√
λ

+
sin(x0

√
λ)[sin

√
λ cos(x

√
λ)− cos

√
λ sin(x

√
λ)]H(x− x0)√

λ sin
√
λ

.

29



Gλ = regulärer Anteil − sin(x
√
λ) sin(x0

√
λ) cos

√
λ√

λ sin
√
λ

= r.A. − sin(x
√
λ) sin(x0

√
λ) cos

√
λ√

λ sin[(
√
λ− kπ) + kπ]

= r.A. − sin(x
√
λ) sin(x0

√
λ) cos

√
λ√

λ sin(
√
λ− kπ) cos(kπ)

= in Polnähe ≈ r.A. − sin(kπx) sin(kπx0)

kπ sin(
√
λ− kπ)

= r.A. − sin(kπx) sin(kπx0)

kπ(
√
λ− kπ)

= r.A. − sin(kπx) sin(kπx0)(
√
λ+ kπ)

kπ(λ− k2π2)
= r.A. − 2 sin(kπx) sin(kπx0)

λ− k2π2
.

− 1

2πj

∮
Gλ(x, x0)dλ =

∞∑
k=1

2 sin(kπx) sin(kπx0) = δ(x− x0), (3.78)

uk(x) = vk(x) =
√
2 sin(kπx). (3.79)

3.5.2 Beispiel zum kontinuierlichen Spektrum

L = L†, L = −d2/dx2, L : u(0) = 0,

∞∫
0

|u|2dx < M.

(
− d2

dx2
− λ

)
Gλ(x, x0) = δ(x− x0), Gλ(0, x0) = 0, Gλ(∞, x0) = 0. (3.80)

h1(x) = sin(x
√
λ),

h2(x) = exp(jx
√
λ),

K(h1, h2)|x=x0
= (h2h

′
1 − h1h

′
2)|x=x0

=
√
λ. (3.81)

Gλ(x, x0) =
sin(x

√
λ)ejx0

√
λH(x0 − x) + sin(x0

√
λ)ejx

√
λH(x− x0)√

λ

=
ej(x+x0)

√
λ

2j
√
λ

− ej(x0−x)
√
λ

2j
√
λ

H(x0 − x)− ej(x−x0)
√
λ

2j
√
λ

H(x− x0). (3.82)

ε < φ < 2π − ε für w1(λ) =
√
Rejε/2 . . .−

√
Re−jε/2, (3.83)

2π + ε < φ < 4π − ε für w2(λ) = −
√
Rejε/2 . . .

√
Re−jε/2. (3.84)

1

2πj

∮
Gλ(x, x0)dλ = 0 =

∫
u(k, x)v∗(k, x0)dk − δ(x− x0). (3.85)

0 =

B∫
A

Gλ(x, x0)dλ+

D∫
C

Gλ(x, x0)dλ. (3.86)

G
(+)
λ (x, x0) = lim

r→0
Gλ(x, x0)|λ=R+jr , R ≥ 0, oberes Ufer, (3.87)

G
(−)
λ (x, x0) = lim

r→0
Gλ(x, x0)|λ=R−jr , R ≥ 0, unteres Ufer. (3.88)

0 =
1

2πj

∮
Gλ(x, x0)dλ =

1

2πj

∞∫
0

[G
(+)
λ (x, x0)−G

(−)
λ (x, x0)]dR. (3.89)

G
(+)
λ (x, x0) =

sin(x
√
R)ejx0

√
RH(x0 − x) + sin(x0

√
R)ejx

√
RH(x− x0)√

R
,

G
(−)
λ (x, x0) =

sin(−x
√
R)e−jx0

√
RH(x0 − x) + sin(−x0

√
R)e−jx

√
RH(x− x0)

(−
√
R)

.

(3.90)
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Abbildung 3.5: Die beiden Blätter der komplexen λ-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w =

√
λ aufgetragen sind; für λ ist λ = R exp(jφ) gesetzt

1

2πj

[
G

(+)
λ (x, x0)−G

(−)
λ (x, x0)

]
=

1

π
√
R

sin(x
√
R) sin(x0

√
R), (3.91)

R = k2

0 =
1

2πj

∮
Gλdλ =

∞∫
0

√
2

π
sin(kx)

√
2

π
sin(kx0)dk. (3.92)

2

π

∞∫
0

sin(kx) sin(kx0)dk

= −
∞∫
0

[
e2πjκ(x+x0) + e−2πjκ(x+x0) − e2πjκ(x−x0) − e−2πjκ(x−x0)

]
dκ

= −
+∞∫

−∞

e2πjκ(x+x0)dκ+

+∞∫
−∞

e2πjκ(x−x0)dκ

= δ(x− x0)− δ(x+ x0). (3.93)

δ(x− x0) = δ(x+ x0) +
2

π

∞∫
0

sin(kx) sin(kx0)dk. (3.94)

g(x) = g(−x) + 2

π

∞∫
0

sin(kx)

 +∞∫
−∞

g(x0) sin(kx0)dx0

 dk. (3.95)
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Abbildung 3.6: Integrationsweg für Gλ von Gl. (3.85) in der komplexen λ-Ebene. Er liegt im ersten
Blatt der λ-Ebene mit ε < arg λ < 2π − ε

Abbildung 3.7: Die beiden Blätter der komplexen λ-Ebene, auf denen jeweils die Funktionswerte
von w =

√
λ aufgetragen sind.
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Kapitel 4

Partielle Differentialgleichungen

4.1 Deltafunktionen in mehreren Dimensionen

D = det
∂xi
∂ξj

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂ξ1
. . . ∂x1

∂ξn
...

. . .
∂xn

∂ξ1
∂xn

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣ (4.1)

∫
dτ =

∫∫
. . .

∫
dx1dx2 . . . dxn =

∫∫
. . .

∫
|D|dξ1dξ2 . . . dξn. (4.2)

Fall 1: Im betrachteten Punkt gilt D ̸= 0.

δ(x1 − x10)δ(x2 − x20) . . . δ(xn − xn0) = δ(xi − xi0)

=
1

|D|
δ(ξ1 − ξ10)δ(ξ2 − ξ20) . . . δ(ξn − ξn0) =

1

|D|
δ(ξi − ξi0). (4.3)

Fall 2: Im betrachteten Punkt ist D = 0.

Dk =

∫∫
. . .

∫
Ddξk+1dξk+2 . . . dξn. (4.4)

δ(xi − xi0) =
1

|Dk|
δ(ξ1 − ξ10)δ(ξ2 − ξ20) . . . δ(ξk − ξk0). (4.5)

4.1.1 Zylinderkoordinaten

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z

D =

∣∣∣∣∣∣
cosφ −ρ sinφ 0
sinφ ρ cosφ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ, dV = ρdρdφdz. (4.6)

4.1.2 Kugelkoordinaten

x = r sinϑ cosφ, y = r sinϑ sinφ, z = r cosϑ

D =

∣∣∣∣∣∣
sinϑ cosφ r cosϑ cosφ −r sinϑ sinφ
sinϑ sinφ r cosϑ sinφ r sinϑ cosφ

cosϑ −r sinϑ 0

∣∣∣∣∣∣ = r2 sinϑ, dV = r2 sinϑdrdϑdφ. (4.7)
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4.1.3 Die δ-Funktion in Kugelkoordinaten

δ(r⃗ − r⃗0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)

=
1

r2 sinϑ
δ(r − r0)δ(ϑ− ϑ0)δ(φ− φ0). (4.8)

4.1.4 Beispiel für eine ignorable Koordinate

Dk =

2π∫
0

r2 sinϑdφ = 2πr2 sinϑ

δ(x)δ(y)δ(z − z0) =
δ(r − r0)δ(ϑ)

2πr2 sinϑ
, z0 > 0,

δ(x)δ(y)δ(z − z0) =
δ(r − r0)δ(ϑ− π)

2πr2 sinϑ
, z0 < 0.

(4.9)

4.1.5 Beispiel für zwei ignorable Koordinaten

Dk =

2π∫
0

dφ

π∫
0

r2 sinϑdϑ = 4πr2,

δ(r⃗) = δ(x)δ(y)δ(z) =
δ(r)

4πr2
. (4.10)

∫
δ(r⃗)dV =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

δ(x)δ(y)δ(z)dxdydz = 1

=

∞∫
0−

dr

2π∫
0

dφ

π∫
0

δ(r)

4πr2
r2 sinϑdϑ

=

∞∫
0−

δ(r)dr = 1.

4.2 Lineare Operatoren und Randbedingungen

+∞∫
−∞

|xi⟩dτ⟨xi| = I

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

. . .

+∞∫
−∞

|x1, x2, . . . , xn⟩dx1dx2 . . . dxn⟨x1, x2, . . . , xn|, (4.11)

⟨xi|xi0⟩ = δ(xi − xi0)

= δ(x1 − x10)δ(x2 − x20) . . . δ(xn − xn0). (4.12)
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|g⟩ = L|u⟩,
⟨xi|g⟩ = g(xi) = g(x1, x2, . . . , xn)

= ⟨xi|L|u⟩ = Lu(xi) = Lu(x1, x2, . . . , xn)

=

∫
⟨xi|L|x′i⟩dτ ′⟨x′i|u⟩ =

∫
L(xi, x

′
i)u(x

′
i)dτ

′, (4.13)

L(xi, x
′
i) = ⟨xi|L|x′i⟩ = L(x1, x2, . . . , xn;x

′
1, x

′
2, . . . , x

′
n),

⟨g|xi⟩ = ⟨xi|g⟩∗ = g∗(xi).∫
∇ · A⃗dV =

∫
divA⃗dV =

∮
A⃗ · e⃗dF,∫

dV∇ . . . =
∮
dF e⃗ . . .

(4.14)

∫
∂iAidτ =

∮
Aieidσ,∫

dτ∂i . . . =
∮
dσei . . .

(4.15)

1. Den formalen Operator L, der auf Komponenten u(xi) = u(x1, x2, . . . , xn) von |u⟩ operiert.

2. Den Operatorbereich L, wodurch auf einer geschlossenen (n− 1)-dimensionalen Hyperfläche
für u(xi) bestimmte Randbedingungen festgelegt werden.

1. Randbedingungen 1. Art (Dirichlet-Bedingungen): Dabei ist u(xi) auf der Hyperfläche ge-
geben.

2. Randbedingungen 2. Art (Neumann-Bedingungen): Dabei ist die Normalenableitung von u
auf der Hyperfläche gegeben, also ei∂iu; für diesen Ausdruck verwendet man oft auch die
symbolische Schreibweise ∂u/∂e (siehe auch den folgenden Kommentar).

3. Randbedingungen 3. Art: In diesem Fall ist auf der Hyperfläche eine Linearkombination
u+ α∂u/∂e gegeben.

4. Anfangsbedingungen (Cauchy-Bedingungen): Identifiziert man eine der Koordinaten (z. B.
xn) mit der Zeitvariablen, so kann auf einer Hyperebene xn = const die Funktion u(xi) und
∂u/∂xn gegeben sein.

du

ds
=

∂u

∂xi

dxi
ds

= ei∂iu =
∂u

∂e
.

∂u/∂e = e⃗ · gradu.

1. L = ∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 im dreidimensionalen Raum ist ein sogenannter
elliptischer Operator. Die Eindeutigkeit der Lösungen verlangt Randbedingungen erster,
zweiter oder dritter Art.

2. L = ∇2 − a2∂/∂t = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 − a2∂/∂t (der Operator der Wärmelei-
tungsgleichung) ist ein sogenannter parabolischer Operator. Die Lösungen sind eindeutig
bestimmt, wenn für t = t1 an allen Raumpunkten (x, y, z) eines dreidimensionalen Bereichs
die Größe u(x, y, z, t1) gegeben ist, und wenn ferner zu allen Zeiten auf der Hüllfläche dieses
dreidimensionalen Bereichs Randbedingungen erster, zweiter oder dritter Art vorgeschrieben
sind.

3. L = ∇2 − (1/c2)∂2/∂t2 (der Operator der Wellengleichung) ist ein hyperbolischer Operator.
Für eindeutige Lösungen muß zu einem Zeitpunkt t = t1 an allen Raumpunkten (x, y, z)
eines dreidimensionalen Bereichs sowohl u als auch ∂u/∂t vorgegeben sein, ferner muß zu
allen Zeiten auf der Hüllfläche dieses dreidimensionalen Bereichs eine Randbedingung erster,
zweiter oder dritter Art vorgeschrieben sein.
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4.3 Adjungierter Operator.
Operatoren im erweiterten Sinn

⟨v|L|u⟩ = ⟨u|L†|v⟩∗ +
∫
∂iKi(v

∗, u)dτ

= ⟨u|L†|v⟩∗ +
∮
eiKi(v

∗, u)dσ, (4.16)

mit

∫
∂iKi(v

∗, u)dτ =

∮
eiKi(v

∗, u)dσ = 0.

1. L ist gegeben durch den formalen Operator L, der auf Funktionen u(xi) operiert (die Kom-
ponenten von |u⟩); der Operatorbereich L wird so gewählt, daß für u(xi) homogene Rand-
bedingungen gelten.

2. L† ist definiert durch den formal adjungierten Operator L†, der auf Funktionen v(xi) operiert
(die Komponenten von |v⟩); der adjungierte Operatorbereich L† ist so zu wählen, daß mit
den Funktionen u(xi) aus L und den Funktionen v(xi) aus L† gerade die Bedingung von
Gl. (4.16) für das Konjunkt erfüllt ist.

3. Der Operator LI ist gegeben (siehe früher vor Gl. (2.29)) durch den formalen Operator L, der
aber jetzt auf Funktionen w(xi) operiert (auf die Komponenten von |w⟩); der Operatorbereich
LI ist so gewählt, daß die Funktionen w(xi) inhomogene Randbedingungen erfüllen, die aber
von derselben Struktur sind, wie die homogenen Randbedingungen für die Funktionen u(xi)
aus L.

⟨v|LI |w⟩ = ⟨w|L†|v⟩∗ +
∫
∂iKi(v

∗, w)dτ

= ⟨w|L†|v⟩∗ +
∮
eiKi(v

∗, w)dσ, (4.17)

mit

∫
∂iKi(v

∗, w)dτ =

∮
eiKi(v

∗, w)dσ ̸= 0.

⟨w|L†|v⟩∗ = ⟨v|Le|w⟩. (4.18)

⟨v|Le|w⟩ = ⟨v|LI |w⟩ −
∫
(+)

∂iKi(v
∗, w)dτ

= ⟨v|LI |w⟩ −
∮
eiKi(v

∗, w)dσ

= ⟨v|LI |w⟩ − ⟨v|L1|w⟩ = ⟨v|LI |w⟩+ ⟨v|s⟩,
⟨v|L1|w⟩ = −⟨v|s⟩

=
∫
(+)

∂iKi(⟨v|xi⟩, ⟨xi|w⟩)dτ
=

∮
eiKi(⟨v|xi⟩, ⟨xi|w⟩)dσ.

(4.19)

4.3.1 Beispiel 1: Der Konjunktvektor und der Operator L†

L : L = p(xi)
∂

∂x1
, L : u(0, x2, x3, . . . , xn) = 0, 0 ≤ x1 ≤ 1. (4.20)

∫
v∗p

∂u

∂x1
dτ =

∫∫
. . .

∫
dx2dx3 . . . dxn

1∫
0

v∗p
∂u

∂x1
dx1

=

∫∫
. . .

∫
dx2dx3 . . . dxn

v∗pu|x1=1
x1=0 −

1∫
0

u
∂

∂x1
(pv∗)dx1


=

∫
u

[
− ∂

∂x1
(p∗v)

]∗
dτ +

∫
∂

∂x1
(pv∗u)dτ.
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Ki=̂(pv∗u, 0, 0, . . . , 0), (n Komponenten). (4.21)∫∫
. . .

∫
dx2dx3 . . . dxn

[
pv∗u|x1=1 − pv∗u|x1=0

]
= 0 (4.22)

L† : L† = − ∂

∂x1
[p∗(xi) . . .], L† : v(1, x2, x3, . . . , xn) = 0. (4.23)

Abbildung 4.1: Schraffiert ist der n-dimensionale Bereich zwischen den beiden Hyperebenen x1 = 0,
x1 = 1. Der Normalenvektor ei ist nach außen orientiert∮

eiKidσ = 0 =

∫
dσ [−pv∗u|x1=0 + pv∗u|x1=1] .

L L† Ki(v
∗, u)

p(xi)
∂

∂x1
− ∂

∂x1
[p∗(xi) . . .] (pv∗u, 0, 0, . . . , 0)

p(xi)
∂2

∂x1∂x2

∂2

∂x1∂x2
[p∗(xi) . . .]

(
pv∗

∂u

∂x2
,−u∂(v

∗p)

∂x1
, 0, 0, . . . , 0

)
p(xi)

∂2

∂x21

∂2

∂x21
[p∗(xi) . . .]

(
pv∗

∂u

∂x1
− u

∂(v∗p)

∂x1
, 0, 0, . . . , 0

)
(4.24)

4.3.2 Beispiel 2: Der Laplace-Operator

L : L = ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
, L : u = 0 am Rand (homogene RB 1. Art). (4.25)

K⃗(v∗, u) = v∗gradu− ugradv∗=̂

(
v∗

∂u

∂x1
− u

∂v∗

∂x1
, v∗

∂u

∂x2
− u

∂v∗

∂x2
, v∗

∂u

∂x3
− u

∂v∗

∂x3

)
. (4.26)∮

e⃗ · K⃗(v∗, u)dF = 0 =

∮ (
v∗
∂u

∂e
− u

∂v∗

∂e

)
dF. (4.27)

L† : L† = L = ∆, L† = L : v = 0 am Rand. (4.28)
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4.3.3 Beispiel 3: Der Operator der Wellengleichung

L = ∆− 1

c2
∂2

∂t2
,

L : u(x⃗, t) = 0 am Rand von V ,

u(x⃗, t)|t=t1 =
∂u(x⃗, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t1

= 0 in allen Punkten in V .

(4.29)

Ki=̂(v∗∂1u− u∂1v
∗, v∗∂2u− u∂2v

∗, v∗∂3u− u∂3v
∗,−v∗∂tu/c2 + u∂tv

∗/c2). (4.30)∫
∂iKi(v

∗, u)dτ =

∫∫
∂iKi(v

∗, u)dV dt = 0

=

∫∫
[∂1(v

∗∂1u− u∂1v
∗) + ∂2(v

∗∂2u− u∂2v
∗) + ∂3(v

∗∂3u− u∂3v
∗)

+
1

c2
∂t(−v∗∂tu+ u∂tv

∗)]dV dt

=

∫∫ [
div(v∗gradu− ugradv∗) +

1

c2
∂t(−v∗∂tu+ u∂tv

∗)

]
dV dt

=

t2∫
t1

dt

∮ (
v∗
∂u

∂e
− u

∂v∗

∂e

)
dF +

1

c2

∫ (
−v∗ ∂u

∂t
+ u

∂v∗

∂t

)∣∣∣∣t=t2

t=t1

dV. (4.31)

L† = ∆− 1

c2
∂2

∂t2
,

L† : v(x⃗, t) = 0 am Rand von V ,

v(x⃗, t)|t=t2
=
∂v(x⃗, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t2

= 0 in allen Punkten in V .

(4.32)

4.3.4 Beispiel 4: Der Operator der Wärmeleitungsgleichung

L = ∆− a2
∂

∂t
,

L : u(x⃗, t) = 0 am Rand von V ,
u(x⃗, t1) = 0 in allen Punkten in V .

(4.33)

Ki=̂(v∗∂1u− u∂1v
∗, v∗∂2u− u∂2v

∗, v∗∂3u− u∂3v
∗,−a2v∗u). (4.34)

1

c2
∂

∂t

(
−v∗ ∂u

∂t
+ u

∂v∗

∂t

)
ersetzen durch

∂

∂t
(−a2v∗u). (4.35)

∫
∂iKi(v

∗, u)dτ =

∫∫
∂iKi(v

∗, u)dV dt = 0

=

∫∫
[div(v∗gradu− ugradv∗) + ∂t(−a2v∗u)]dV dt

=

t2∫
t1

dt

∮ (
v∗
∂u

∂e
− u

∂v∗

∂e

)
dF +

∫
(−a2v∗u)

∣∣t=t2

t=t1
dV. (4.36)

L† = ∆+ a2
∂

∂t
,

L† : v(x⃗, t) = 0 am Rand von V ,

v(x⃗, t2) = 0 in allen Punkten in V .

(4.37)
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4.4 Die Lösung von inhomogenen Problemen zu inhomoge-
nen Randbedingungen

LI |w⟩ = |g⟩, d. h. Lw(xi) = g(xi) mit w(xi) aus LI . (4.38)

L|u⟩ = |g⟩, d. h. Lu(xi) = g(xi) mit u(xi) aus L,
|u⟩ = G|g⟩, mit GL = LG = L†G† = G†L† = I,

u(xi) =
∫
G(xi, xi0)g(xi0)dτ0 =

∫
[G†(xi0, xi)]

∗g(xi0)dτ0.

(4.39)

LG(xi, xi0) = δ(xi − xi0), G(xi, xi0) bezüglich xi aus L,
L†G†(xi, xi0) = δ(xi − xi0), G†(xi, xi0) bezüglich xi aus L†.

(4.40)

w(xi) = ⟨xi|w⟩ = ⟨xi|G|g⟩ − ⟨xi|GL1|w⟩
= ⟨xi|G|g⟩+ ⟨xi|G|s⟩. (4.41)

⟨xi|GL1|w⟩ = −⟨xi|G|s⟩

=

∫
(+)

∂i0Ki(⟨xi|G|xi0⟩, ⟨xi0|w⟩)dτ0

=

∮
ei0Ki(⟨xi|G|xi0⟩, ⟨xi0|w⟩)dσ0. (4.42)

w(xi) =

∫
⟨xi|G|xi0⟩dτ0⟨xi0|g⟩ −

∫
⟨xi|G|xi0⟩dτ0⟨xi0|L1|w⟩

=

∫
⟨xi|G|xi0⟩dτ0⟨xi0|g⟩+

∫
⟨xi|G|xi0⟩dτ0⟨xi0|s⟩

=

∫
(+)

G(xi, xi0)[g(xi0)− L1w(xi0)]dτ0

=

∫
(+)

G(xi, xi0)[g(xi0) + s(xi0)]dτ0

=

∫
G(xi, xi0)g(xi0)dτ0 −

∫
(+)

∂i0Ki[G(xi, xi0), w(xi0)]dτ0

=

∫
G(xi, xi0)g(xi0)dτ0 −

∮
ei0Ki[G(xi, xi0), w(xi0)]dσ0. (4.43)

4.4.1 Beispiel 1: Lösung der Poisson-Gleichung

(∂21 + ∂22 + ∂23)w(x⃗) = g(x⃗), w(x⃗) ̸= 0 am Rand. (4.44)

LI : L = ∆, LI : w(x⃗) ̸= 0 am Rand,
L : L = ∆, L : u(x⃗) = 0 am Rand,

L† : L† = ∆, L† : v(x⃗) = 0 am Rand (siehe Gl. (4.28)).
(4.45)

∆G(x⃗, x⃗0) = δ(x⃗− x⃗0), G(x⃗, x⃗0) bezüglich x⃗ aus L (4.46)

w(x⃗) =

∫
G(x⃗, x⃗0)g(x⃗0)dV0 −

∮
e⃗0 · K⃗[G(x⃗, x⃗0), w(x⃗0)]dF0

=

∫
G(x⃗, x⃗0)g(x⃗0)dV0 −

∮ [
G(x⃗, x⃗0)

∂w(x⃗0)

∂e0
− w(x⃗0)

∂G(x⃗, x⃗0)

∂e0

]
dF0. (4.47)
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∂w

∂e
= e⃗ · gradw. (4.48)

G(x⃗, x⃗0) = G†(x⃗, x⃗0) = G∗(x⃗0, x⃗), wenn L = L†,
d. h. G(x⃗, x⃗0) = G(x⃗0, x⃗) wenn G reell.

(4.49)

w(x⃗) =

∫
G(x⃗, x⃗0)g(x⃗0)dV0 +

∮
w(x⃗0)

∂G(x⃗, x⃗0)

∂e0
dF0. (4.50)

4.4.2 Beispiel 2: Anmerkung zur Lösung der Poisson-Gleichung

w(x⃗) =

∫
G(x⃗, x⃗0)g(x⃗0)dV0 −

∮
G(x⃗, x⃗0)

∂w(x⃗0)

∂e0
dF0. (4.51)

∫
∆w(x⃗)dV =

∫
g(x⃗)dV =

∫
divgradwdV

=

∮
e⃗ · gradwdF =

∮
∂w

∂e
dF.

4.4.3 Beispiel 3: Lösung der inhomogenen Wellengleichung(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
w(x⃗, t) = g(x⃗, t). (4.52)(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
G(x⃗, t; x⃗0, t0) = δ(x⃗− x⃗0)δ(t− t0)

w(x⃗, t) =

∫∫
G(x⃗, t; x⃗0, t0)g(x⃗0, t0)dV0dt0

−
∞∫
0

dt0

∮ [
G(x⃗, t; x⃗0, t0)

∂w(x⃗0, t0)

∂e0
− w(x⃗0, t0)

∂G(x⃗, t; x⃗0, t0)

∂e0

]
dF0

− 1

c2

∫ [
−G(x⃗, t; x⃗0, t0)

∂w(x⃗0, t0)

∂t0
+ w(x⃗0, t0)

∂G(x⃗, t; x⃗0, t0)

∂t0

]∣∣∣∣t0=∞

t0=0

dV0.

w(x⃗, t) =

∞∫
0

dt0

+∞∫∫∫
−∞

G(x⃗, t; x⃗0, t0)g(x⃗0, t0)dx10dx20dx30

− 1

c2

+∞∫∫∫
−∞

G(x⃗, t; x⃗0, 0)
∂w(x⃗0, t0)

∂t0

∣∣∣∣
t0=0

dx10dx20dx30

+
1

c2

+∞∫∫∫
−∞

w(x⃗0, 0)
∂G(x⃗, t; x⃗0, t0)

∂t0

∣∣∣∣
t0=0

dx10dx20dx30. (4.53)

4.5 Der Produktraum

⟨φ1, φ2|ψ1, ψ2⟩ = ⟨ψ1, ψ2|φ1, φ2⟩∗ = ⟨ψ1, ψ2|φ1, φ2⟩†
= ⟨φ1|ψ1⟩⟨φ2|ψ2⟩ = ⟨ψ1|φ1⟩∗⟨ψ2|φ2⟩∗.

(4.54)

L1|φ1⟩ = |ψ1⟩ im Raum U1,
L2|φ2⟩ = |ψ2⟩ im Raum U2.

(4.55)
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L1|φ1, φ2⟩ = |ψ1, φ2⟩,
L2|φ1, φ2⟩ = |φ1, ψ2⟩,

L1L2|φ1, φ2⟩ = |ψ1, ψ2⟩,
L2L1|φ1, φ2⟩ = |ψ1, ψ2⟩.

(4.56)

[L1, L2] = L1L2 − L2L1 = 0. (4.57)∫
|x1⟩r1(x1)dx1⟨x1| = I, ⟨x1|x′1⟩ =

δ(x1 − x′1)

r1(x1)
in U1,∫

|x2⟩r2(x2)dx2⟨x2| = I, ⟨x2|x′2⟩ =
δ(x2 − x′2)

r2(x2)
in U2.

(4.58)

∫∫
|x1, x2⟩r1(x1)r2(x2)dx1dx2⟨x1, x2| = I in U = U1 ⊗ U2,

⟨x1, x2|x′1, x′2⟩ =
δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2)

r1(x1)r2(x2)
.

(4.59)

|φ⟩ =

∫∫
|x1, x2⟩r1(x1)r2(x2)dx1dx2⟨x1, x2|φ⟩

=

∫∫
|x1, x2⟩φ(x1, x2)r1(x1)r2(x2)dx1dx2. (4.60)

⟨x1, x2|L|φ⟩ = L⟨x1, x2|φ⟩ = Lφ(x1, x2)

=

∫∫
⟨x1, x2|L|x′1, x′2⟩r1(x′1)r2(x′2)dx′1dx′2⟨x′1, x′2|φ⟩

=

∫∫
L(x1, x2;x

′
1, x

′
2)φ(x

′
1, x

′
2)r1(x

′
1)r2(x

′
2)dx

′
1dx

′
2. (4.61)

L(x1, x2;x
′
1, x

′
2) = ⟨x1, x2|L|x′1, x′2⟩

= ⟨x1, x2|L1L2|x′1, x′2⟩ = ⟨x1, x2|L2L1|x′1, x′2⟩
= ⟨x1|L1|x′1⟩⟨x2|L2|x′2⟩
= L1(x1, x

′
1)L2(x2, x

′
2). (4.62)

⟨x1, x2|L1L2|φ⟩ = ⟨x1, x2|L2L1|φ⟩ = L1L2φ(x1, x2) = L2L1φ(x1, x2). (4.63)

L|uk⟩ = λk|uk⟩ = (L1 + L2)|uk1, uk2⟩ = (λk1 + λk2)|uk1, uk2⟩,
⟨x1, x2|uk⟩ = uk(x1, x2) = ⟨x1, x2|uk1, uk2⟩ = ⟨x1|uk1⟩⟨x2|uk2⟩ = uk1(x1)uk2(x2),
⟨x1, x2|L1 + L2|uk1, uk2⟩ = (λk1 + λk2)⟨x1, x2|uk1, uk2⟩,
(L1 + L2)uk1(x1)uk2(x2) = (λk1 + λk2)uk1(x1)uk2(x2).

(4.64)

⟨vl1, vl2|uk1, uk2⟩ = δ(l1, k1)δ(l2, k2),∑
k1,k2

∫
|uk1, uk2⟩dk1dk2⟨vk1, vk2| =

∑
l1,l2

∫
|vl1, vl2⟩dl1dl2⟨ul1, ul2| = I.

(4.65)

f(L1, L2) =
∑
k1,k2

∫
|uk1, uk2⟩f(λk1, λk2)dk1dk2⟨vk1, vk2|,

f(L†
1, L

†
2) =

∑
l1,l2

∫
|vl1, vl2⟩f(µl1, µl2)dl1dl2⟨ul1, ul2|.

(4.66)

|g⟩ =
∑
k1,k2

∫
|uk1, uk2⟩dk1dk2⟨vk1, vk2|g⟩,

f(L1, L2)|g⟩ =
∑
k1,k2

∫
|uk1, uk2⟩f(λk1, λk2)dk1dk2⟨vk1, vk2|g⟩,

⟨vk1, vk2|g⟩ =
∫∫

⟨vk1, vk2|x10, x20⟩r1(x10)r2(x20)dx10dx20⟨x10, x20|g⟩

=
∫∫

v∗k1(x10)v
∗
k2(x20)g(x10, x20)r1(x10)r2(x20)dx10dx20.

(4.67)
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f(L1, L2)g(x1, x2) = f(L1, L2)

∫∫
δ(x10 − x1)δ(x20 − x2)g(x10, x20)dx10dx20 (4.68)

=
∑
k1,k2

∫
f(λk1, λk2)uk1(x1)uk2(x2)dk1dk2

∫∫
v∗k1(x10)v

∗
k2(x20)g(x10, x20)r1(x10)r2(x20)dx10dx20.

f(L1, L2)δ(x1 − x10)δ(x2 − x20)

=
∑
k1,k2

∫
f(λk1, λk2)uk1(x1)uk2(x2)v

∗
k1(x10)v

∗
k2(x20)r1(x10)r2(x20)dk1dk2, (4.69)

4.6 Die Greensche Funktion Gλ. Umkehroperatoren

Gλ = (L1 + L2 − λI)−1 = −
∑
k1,k2

∫
|uk1, uk2⟩dk1dk2⟨vk1, vk2|
λ− [λ1(k1) + λ2(k2)]

. (4.70)

1

2πj

∮
Gλdλ = −

∑
k1,k2

|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|

=

∫∫
|uk1, uk2⟩dk1dk2⟨vk1, vk2| − I. (4.71)

G = (L1 + L2)
−1 =

∑
k1,k2

(L1 + λk2I)
−1|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|

=
∑
k1,k2

(L2 + λk1I)
−1|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|

=
∑
k1,k2

|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|
λk1 + λk2

=
1

2πj

∮
(2)

dλ
∑
k1,k2

(L1 + λI)−1|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|
λ− λk2

=
1

2πj

∮
(1)

dλ
∑
k1,k2

(L2 + λI)−1|uk1, uk2⟩⟨vk1, vk2|
λ− λk1

. (4.72)

⟨x1, x2|G|g⟩ =
∑
k1,k2

(L2 + λk1)
−1uk1(x1)uk2(x2)⟨vk1, vk2|g⟩

=
1

2πj

∮
(1)

dλ
∑
k1,k2

(L2 + λ)−1uk1(x1)uk2(x2)⟨vk1, vk2|g⟩
λ− λk1

. (4.73)

⟨x1, x2|G|g⟩ =
∑
k1

ck1(x2)uk1(x1). (4.74)

ck1(x2) =
∑
k2

uk2(x2)⟨vk1, vk2|g⟩
λk2 + λk1

=
1

2πj

∮
(1)

dλ
∑
k2

uk2(x2)⟨vk1, vk2|g⟩
(λk2 + λ)(λ− λk1)

. (4.75)

⟨x1, x2|G|g⟩ =
∑
k2

ck2(x1)uk2(x2), (4.76)
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4.6.1 Simultane Eigenkets

[Q
i
, Q

j
] = Q

i
Q

j
−Q

j
Q

i
= 0, i, j = 1, 2, . . . , n (4.77)

Q
i
|uk⟩ = λik|uk⟩ (4.78)

Q
j
Q

i
|uk⟩ = λikQj

|uk⟩ = Q
i
Q

j
|uk⟩,

Q
i

{
Q

j
|uk⟩

}
= λik

{
Q

j
|uk⟩

}
,

Q
j
|uk⟩ ∼ |uk⟩,

Q
j
|uk⟩ = λjk|uk⟩

(4.79)

4.6.2 Inversion eines speziellen Operators

[P i, Qj
] = 0, i, j = 1, 2, . . . , n;

P i aus U1, Q
i
aus U2.

(4.80)

[Q
i
, Q

j
] = 0, i, j = 1, 2, . . . , n; Q

i
aus U2. (4.81)

L =
n∑

i=1

P iQi
(4.82)

4.7 Die dyadische Greensche Funktion

L|ui⟩ = |gi⟩, i = 1, 2, 3,
⟨x⃗|L|ui⟩ = ⟨x⃗|gi⟩,
Lui(x⃗) = gi(x⃗), ui(x⃗) aus L (homogene Randbedingungen).

(4.83)

3∑
i=1

⟨vi|L|ui⟩ =
3∑

i=1

⟨ui|L†|vi⟩∗ +
∮
e⃗ · K⃗(v∗i , ui)dF

mit

∮
e⃗ · K⃗(v∗i , ui)dF = 0.

(4.84)

|ui⟩ =
3∑

j=1

Gij |gj⟩, i = 1, 2, 3. (4.85)

(LGij − δijI)|gj⟩ = 0, (4.86)

LGij = δijI, Gij = Gji. (4.87)

⟨x⃗|Gij |x⃗0⟩ = Gij(x⃗, x⃗0)

1. Die Normalkomponente und die Tangentialkomponente des Vektorfeldes am Rand des drei-
dimensionalen Bereichs, oder aber

2. die Divergenz des Vektorfeldes und die Tangentialkomponente der Rotation am Rand des
dreidimensionalen Bereichs.

Spezialfälle

1. Longitudinale Felder: Als solche werden Felder bezeichnet, bei denen die Rotation überall
verschwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Divergenz oder die
Normalkomponente des Feldes vorgeschrieben werden.

2. Transversale Felder: Als solche bezeichnet man Felder, bei denen die Divergenz überall ver-
schwindet. In diesem Fall kann als Randbedingung alternativ die Tangentialkomponente des
Feldes oder die Tangentialkomponente der Rotation des Feldes vorgeschrieben werden.
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Kapitel 5

Beispiele für Greensche
Funktionen

5.1 Der Laplace-Operator in zwei Dimensionen in kartesi-
schen Koordinaten

Rechteck 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b:

−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
w(x1, x2) = g(x1, x2), w ̸= 0 am Rand. (5.1)

−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
G(x1, x2;x10, x20) = δ(x1 − x10)δ(x2 − x20), G = 0 am Rand. (5.2)

5.1.1 Erstes Lösungsverfahren: Ein Operator wird als Konstante be-
trachtet

L1 : L1 = −∂2/∂x21, L1 : u1(x1) = 0 für x1 = 0, x1 = a,

L2 : L2 = +∂2/∂x22, L2 : u2(x2) = 0 für x2 = 0, x2 = b.
(5.3)

−d
2G

dx21
− L2G = δ(x1 − x10)δ(x2 − x20), G = 0 für x1 = 0, x1 = a. (5.4)

h1(x1) = sin(x1
√
L2 ), h2(x1) = sin[(a− x1)

√
L2 ],

K(h1, h2) = h2h
′
1 − h1h

′
2 =

√
L2 sin(a

√
L2 )

(5.5)

sofort angeschrieben werden:

G(x1, x2;x10, x20) =


sin(x1

√
L2 ) sin[(a− x10)

√
L2 ]δ(x2 − x20)√

L2 sin(a
√
L2 )

, 0 ≤ x1 < x10,

sin(x10
√
L2 ) sin[(a− x1)

√
L2 ]δ(x2 − x20)√

L2 sin(a
√
L2 )

, x10 < x1 ≤ a.

(5.6)

d2uk2(x2)

dx22
= λk2uk2(x2), uk2(0) = uk2(b) = 0. (5.7)

uk2(x2) = C sinh(x2
√
λk2 ),

0 = sinh(b
√
λk2 ).

(5.8)

λk2 = −n2 = −k
2π2

b2
, k = 1, 2, . . . (5.9)
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uk2(x2) = vk2(x2) =

√
2

b
sin

(
kπx2
b

)
. (5.10)

f(
√
L2 )δ(x2 − x20) =

∞∑
k=1

f

(
jkπ

b

)
2

b
sin

(
kπx2
b

)
sin

(
kπx20
b

)
. (5.11)

G =



∞∑
k=1

2 sinh
(
kπx1

b

)
sinh

[
kπ(a−x10)

b

]
sin

(
kπx2

b

)
sin

(
kπx20

b

)
kπ sinh

(
kπa
b

) , 0 ≤ x1 < x10,

∞∑
k=1

2 sinh
(
kπx10

b

)
sinh

[
kπ(a−x1)

b

]
sin

(
kπx2

b

)
sin

(
kπx20

b

)
kπ sinh

(
kπa
b

) , x10 < x1 ≤ a.

(5.12)

5.1.2 Zweites Lösungsverfahren: Direkte Inversion des Operators

L1 : L1 = −∂2/∂x21, L1 : u1(x1) = 0 für x1 = 0, x1 = a,

L2 : L2 = −∂2/∂x22, L2 : u2(x2) = 0 für x2 = 0, x2 = b.
(5.13)

uk1(x1) = vk1(x1) =

√
2

a
sin

(
k1πx1
a

)
, λk1 =

k21π
2

a2
, k1 = 1, 2, . . . ,

uk2(x2) = vk2(x2) =

√
2

b
sin

(
k2πx2
b

)
, λk2 =

k22π
2

b2
, k2 = 1, 2, . . .

(5.14)

G(x1, x2;x10, x20) = (L1 + L2)
−1δ(x1 − x10)δ(x2 − x20)

=

∞∑
k1=1

∞∑
k2=1

4ab sin
(
k1πx1

a

)
sin

(
k2πx2

b

)
sin

(
k1πx10

a

)
sin

(
k2πx20

b

)
k21π

2b2 + k22π
2a2

. (5.15)

5.2 Der Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten

−∆w(ρ, φ) = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂w

∂ρ

)
− 1

ρ2
∂2w

∂φ2
= g(ρ, φ), w(a, φ) = 0 (5.16)

−1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂G

∂ρ

)
− 1

ρ2
∂2G

∂φ2
=

1

ρ
δ(ρ− ρ0)δ(φ− φ0), G = 0 bei ρ = a. (5.17)

L = P1Q1 + P2Q2,


P1 = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
, P2 =

1

ρ2
,

Q1 = 1 Q2 = − ∂2

∂φ2
.

(5.18)

LG = −1

ρ

d

dρ

(
ρ
dG

dρ

)
+
q2

ρ2
G =

1

ρ
δ(ρ− ρ0)δ(φ− φ0). (5.19)[

−1

ρ

d

dρ

(
ρ
d

dρ

)
+
q2

ρ2

]
uk(ρ) = λkuk(ρ), uk(a) = 0; uk(0) endlich. (5.20)

uk(ρ) = CkJq(ρ
√
λk). (5.21)

uk(a) = 0 = Jq(a
√
λk) = Jq(αqk), λk =

α2
qk

a2
, k = 1, 2, . . . (5.22)

uk(ρ) = vk(ρ) = CkJq

(αqkρ

a

)
, k = 1, 2, . . . (5.23)

⟨uk|vl⟩ =
a∫

0

uk(ρ)ul(ρ)ρdρ = C2
k

a2

2
[J′q(αqk)]

2δkl. (5.24)
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uk(ρ) = vk(ρ) =

√
2Jq

(αqkρ
a

)
a J′q(αqk)

, k = 1, 2 . . . (5.25)

⟨ρ|ρ0⟩ =
δ(ρ− ρ0)

ρ
=

∞∑
k=1

2Jq
(αqkρ

a

)
Jq

(αqkρ0

a

)
[aJ′q(αqk)]2

. (5.26)

G = L−1

[
δ(ρ− ρ0)

ρ

]
δ(φ− φ0) =

∞∑
k=1

2Jq
(αqkρ

a

)
Jq

(αqkρ0

a

)
δ(φ− φ0)

[αqkJ
′
q(αqk)]2

. (5.27)

−d
2um(φ)

dφ2
= λmum(φ), um(0) = um(2π), u′m(0) = u′m(2π). (5.28)

um(φ) = Cme
jφ

√
λm , λm = m2, m = 0,±1,±2, . . . (5.29)

um(φ) = vm(φ) =
1√
2π
ejmφ, m = 0,±1,±2, . . . , λm = m2. (5.30)

δ(φ− φ0) =

+∞∑
m=−∞

um(φ)v∗m(φ0) =
1

2π

+∞∑
m=−∞

ejm(φ−φ0). (5.31)

f(
√
Q2)δ(φ− φ0) = f(q)δ(φ− φ0) =

∑
m

f(
√
λm)um(φ)v∗m(φ0)

=
1

2π

+∞∑
m=−∞

f(m)ejm(φ−φ0).

(5.32)

G(ρ, φ; ρ0, φ0) =
∞∑
k=1

+∞∑
m=−∞

Jm
(
αmkρ

a

)
Jm

(
αmkρ0

a

)
ejm(φ−φ0)

π[αmkJ
′
m(αmk)]2

. (5.33)

5.2.1 Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten

L = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− 1

ρ2
∂2

∂φ2
− ∂2

∂z2
= −∆. (5.34)

L = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− 1

ρ2
∂2

∂φ2
+A. (5.35)

P1 = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
, P2 =

1

ρ2
, P3 = A,

Q1 = 1, Q2 = − ∂2

∂φ2
, Q3 = 1.

(5.36)

LG =

[
−1

ρ

d

dρ

(
ρ
d

dρ

)
+
q2

ρ2
+A

]
G =

1

ρ
δ(ρ− ρ0)δ(φ− φ0)δ(z − z0), (5.37)

5.3 Der Laplace-Operator in drei Dimensionen

−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
w(x1, x2, x3) = g(x1, x2, x3) (5.38)

−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
G(x⃗, x⃗0) = δ(x⃗− x⃗0), G→ 0 für |x⃗| → ∞. (5.39)

G = (L1 + L2 + L3)
−1 =

∑
k1

∫ ∑
k2

∫ ∑
k3

∫
|uk1, uk2, uk3⟩dk1dk2dk3⟨vk1, vk2, vk3|

λ1(k1) + λ2(k2) + λ3(k3)
(5.40)

L1uk1(x1) = −d
2uk1(x1)

dx21
= λk1uk1(x1). (5.41)

46



u(k1, x1) = v(k1, x1) =
1√
2π
ejk1x1 , λk1 = k21, −∞ < k1 <∞. (5.42)

⟨uk1|vl1⟩ =
+∞∫

−∞

u∗(k1, x1)v(l1, x1)dx1 =
1

2π

+∞∫
−∞

ej(l1−k1)x1dx1 = δ(l1 − k1). (5.43)

δ(x1 − x10) =

∫
u(k1, x1)v

∗(k1, x10)dk1 =
1

2π

+∞∫
−∞

ejk1(x1−x10)dk1. (5.44)

f(L1)δ(x1 − x10) =

∫
f(λk1)u(k1, x1)v

∗(k1, x10)dk1 =
1

2π

+∞∫
−∞

f(k21)e
jk1(x1−x10)dk1. (5.45)

G(x⃗, x⃗0) =
1

(2π)3

+∞∫∫∫
−∞

exp[jk⃗ · (x⃗− x⃗0)]

k⃗2
dk1dk2dk3. (5.46)

k⃗2 = k2 = k21 + k22 + k23,

dk1dk2dk3 → k2 sinϑdkdϑdφ,

k⃗ · (x⃗− x⃗0) = k|x⃗− x⃗0| cosϑ.
(5.47)

G(x⃗, x⃗0) =
1

(2π)3

2π∫
0

dφ

π∫
0

sinϑdϑ

∞∫
0

exp(jk|x⃗− x⃗0| cosϑ)dk

=
1

(2π)2

+1∫
−1

d(cosϑ)

∞∫
0

exp(jk|x⃗− x⃗0| cosϑ)dk

=
1

2π2

∞∫
0

sin(k|x⃗− x⃗0|)
k|x⃗− x⃗0|

dk =
1

2π2|x⃗− x⃗0|

∞∫
0

sin ξdξ

ξ

=
1

4π|x⃗− x⃗0|
. (5.48)

−∆φ(x⃗) =
ρ(x⃗)

ε
. (5.49)

φ(x⃗) =

∫
ρ(x⃗0)

4πε|x⃗− x⃗0|
dV0. (5.50)

5.4 Die Wellengleichung

−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
− 1

c2
∂2

∂t2

)
w(x⃗, t) = g(x⃗, t) (5.51)

−
(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
G(x⃗, t; x⃗0, t0) = δ(x⃗− x⃗0)δ(t− t0). (5.52)

L4 =
1

c2
∂2

∂t2
, L4u(ω, t) = λωu(ω, t) (5.53)

u(ω, t) = v(ω, t) =
1√
2π
ejωt, λω = −ω

2

c2
, −∞ < ω <∞. (5.54)
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δ(t− t0) =

∫
u(ω, t)v∗(ω, t0)dω =

1

2π

+∞∫
−∞

ejω(t−t0)dω,

f(L4)δ(t− t0) =

∫
f(λω)u(ω, t)v

∗(ω, t0)dω =
1

2π

+∞∫
−∞

f

(
−ω

2

c2

)
ejω(t−t0)dω.

(5.55)

G(x⃗, t; x⃗0, t0) =
1

(2π)4

+∞∫∫∫∫
−∞

exp[jk⃗ · (x⃗− x⃗0) + jω(t− t0)]

k⃗2 − ω2/c2
dk1dk2dk3dω

= − c2

(2π)4

+∞∫∫∫
−∞

dk1dk2dk3e
jk⃗·(x⃗−x⃗0)

+∞∫
−∞

ejω(t−t0)dω

(ω + ck)(ω − ck)
. (5.56)

G(x⃗, t; x⃗0, t0) =

= − c2

(2π)4

+∞∫∫∫
−∞

dk1dk2dk3e
jk⃗·(x⃗−x⃗0)2πjH(t− t0)

[
ejck(t−t0)

2ck
− e−jck(t−t0)

2ck

]
. (5.57)

G = − jc

2(2π)3
H(t− t0)

2π∫
0

dφ

+1∫
−1

d(cosϑ)

∞∫
0

ejk|x⃗−x⃗0| cosϑ2j sin[ck(t− t0)]kdk

=
c

(2π)2
H(t− t0)

∞∫
0

2j sin[k|x⃗− x⃗0|]
jk|x⃗− x⃗0|

· sin[ck(t− t0)]kdk

=
cH(t− t0)

4π|x⃗− x⃗0|
2

π

∞∫
0

sin[kc(t− t0)] sin[k|x⃗− x⃗0|]dk. (5.58)

G(x⃗, t; x⃗0, t0) =
H(t− t0)

4π|x⃗− x0|

[
δ

(
t− t0 −

|x⃗− x⃗0|
c

)
− δ

(
t− t0 +

|x⃗− x⃗0|
c

)]
=

H(t− t0)

4π|x⃗− x⃗0|
δ

(
t− t0 −

|x⃗− x⃗0|
c

)
. (5.59)

w(x⃗, t) =

∫∫
G(x⃗, t; x⃗0, t0)g(x⃗0, t0)dV0dt0

=

+∞∫∫∫
−∞

g
(
x10, x20, x30, t− |x⃗−x⃗0|

c

)
4π|x⃗− x⃗0|

dx10dx20dx30. (5.60)

5.5 Die eindimensionale Wärmeleitung(
∂2

∂x2
− a2

∂

∂t

)
w(x, t) = 0, w(x, 0) = w0(x), w → 0 für |x| → ∞, t→ ∞. (5.61)(

∂2

∂x2
− a2

∂

∂t

)
G(x, t;x0, t0) = δ(x− x0)δ(t− t0),

G = 0 für t = 0, |x| → ∞, t→ ∞.

(5.62)

dG

dt
+
L1

a2
G = − 1

a2
δ(x− x0)δ(t− t0), G = 0 für t = 0, (5.63)
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G =

{
0, 0 ≤ t < t0,

C exp(−L1t/a
2), t0 < t <∞.

(5.64)

lim
ε→0

[G(t0 + ε)−G(t0 − ε)] = C exp(−L1t0/a
2) = −δ(x− x0)/a

2. (5.65)

G(x, t;x0, t0) = −H(t− t0)

a2
eL1(t0−t)/a2

δ(x− x0). (5.66)

δ(x− x0) =
1

2π

+∞∫
−∞

ejk(x−x0)dk, f(L1)δ(x− x0) =
1

2π

+∞∫
−∞

f(k2)ejk(x−x0)dk. (5.67)

G(x, t;x0, t0) = −H(t− t0)

2πa2

+∞∫
−∞

exp

[
−k2 t− t0

a2
+ jk(x− x0)

]
dk. (5.68)

+∞∫
−∞

exp[−c21k2 − 2c2k]dk =

√
π

c1
exp

(
c22
c21

)
, c1 > 0, (5.69)

G(x, t;x0, t0) = − H(t− t0)√
4πa2(t− t0)

exp

[
−a

2(x− x0)
2

4(t− t0)

]
. (5.70)

w(x1, x2) = −
∫∫ (

∂K1

∂x10
+
∂K2

∂x20

)
dx10dx20,

Ki(G,w) =̂

(
G
∂w

∂x1
− w

∂G

∂x1
,−a2Gw

)
.

(5.71)

w(x, t) = −
+∞∫

−∞

dx0

∞∫
0

dt0

{
∂

∂x0

[
G
∂w

∂x0
− w

∂G

∂x0

]
+

∂

∂t0
[−a2Gw]

}
. (5.72)

w(x, t) = a2
+∞∫

−∞

[G(x, t;x0, t0)w(x0, t0)]|t0=∞
t0=0 dx0

= −a2
+∞∫

−∞

G(x, t;x0, 0)w0(x0)dx0

=
H(t)√

2π(2t/a2)

+∞∫
−∞

w0(x0) exp

[
− (x− x0)

2

2(2t/a2)

]
dx0. (5.73)

5.6 Die Helmholtzgleichung

w(x⃗, t) = w(x⃗) exp (jωt), g(x⃗, t) = g(x⃗) exp (jωt) (5.74)

−(∆ + k20)w(x⃗) = g(x⃗), k0 =
ω

c
. (5.75)

w(x⃗) =

+∞∫∫∫
−∞

g(x⃗0) exp (−jk0|x⃗− x⃗0|)
4π|x⃗− x⃗0|

dx10dx20dx30 =

∫
G(x⃗, x⃗0)g(x⃗0)dV0. (5.76)

G(x⃗, x⃗0) =
exp (−jk0|x⃗− x⃗0|)

4π|x⃗− x⃗0|
. (5.77)
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5.7 Tensoroperatoren

Lij |uj⟩ = |gi⟩, (5.78)

⟨x⃗|Lij |uj⟩ = ⟨x⃗|gi⟩ = Lijuj(x⃗) = gi(x⃗). (5.79)

|ui⟩ = Gij |gj⟩ (5.80)

LijGjk|gk⟩ = |gi⟩ = δikI|gk⟩,

LijGjk = δikI. (5.81)

⟨x⃗|LijGjk|x⃗0⟩ = δik⟨x⃗|x⃗0⟩ = LijGjk(x⃗, x⃗0) = δikδ(x⃗− x⃗0). (5.82)

ui(x⃗) = ⟨x⃗|ui⟩ = ⟨x⃗|Gij |gj⟩ =
∫
⟨x⃗|Gij |x⃗0⟩dV0⟨x⃗0|gj⟩ =

∫
Gij(x⃗, x⃗0)gj(x⃗0)dV0 (5.83)

5.8 Das elektromagnetische Feld

rotH⃗(x⃗, t) = ε0
∂E⃗(x⃗, t)

∂t
+ J⃗(x⃗, t),

rotE⃗(x⃗, t) = −µ0
∂H⃗(x⃗, t)

∂t
,

(5.84)

rotH⃗(x⃗) = jωε0E⃗(x⃗) + J⃗(x⃗),

rotE⃗(x⃗) = −jωµ0H⃗(x⃗),
(5.85)

rotrotE⃗(x⃗)− k20E⃗(x⃗) = −jωµ0J⃗(x⃗). (5.86)

εijk =

 0 für 2 oder mehr Indizes gleich,
1 für i, j, k = 123 oder zyklische Vertauschungen,

−1 für i, j, k sonst.
(5.87)

εijkεkpq = δipδjq − δiqδjp. (5.88)

divA⃗ ∂iAi,

rotA⃗ εijk∂jAk,

∆A⃗ ∂j∂jAi,
gradA ∂iA,

rotrotA⃗ = graddivA⃗−∆A⃗ εijk∂jεkpq∂pAq = ∂i∂jAj − ∂j∂jAi.

(5.89)

(εijkεkpq∂j∂p − k20δiq)Eq(x⃗) = −jωµ0Ji(x⃗) = LiqEq(x⃗) = gi(x⃗). (5.90)

LiqGqℓ(x⃗, x⃗0) = δiℓδ(x⃗− x⃗0)
= (εijkεkpq∂j∂p − k20δiq)Gqℓ(x⃗, x⃗0)
= [(δipδjq − δiqδjp)∂j∂p − k20δiq]Gqℓ(x⃗, x⃗0)
= (∂i∂q − δiq∂j∂j − k20δiq)Gqℓ(x⃗, x⃗0).

(5.91)

Gqℓ(x⃗, x⃗0) =

(
δqℓ +

1

k20
∂q∂ℓ

)
G(x⃗, x⃗0). (5.92)

δiℓδ(x⃗− x⃗0) = (∂i∂q − δiq∂j∂j − k20δiq)

(
δqℓ +

1

k20
∂q∂ℓ

)
G(x⃗, x⃗0)

=

(
∂i∂ℓ − δiℓ∂j∂j − k20δiℓ +

1

k20
∂i∂ℓ∂q∂q −

1

k20
∂i∂ℓ∂j∂j − ∂i∂ℓ

)
G(x⃗, x⃗0)

= −δiℓ(∂j∂j + k20)G(x⃗, x⃗0).
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−(∆ + k20)G(x⃗, x⃗0) = δ(x⃗− x⃗0), (5.93)

Gij(x⃗, x⃗0) =

(
δij +

1

k20
∂i∂j

)
exp (−jk0|x⃗− x⃗0|)

4π|x⃗− x⃗0|
. (5.94)

↔
G (x⃗, x⃗0) =

(
↔
I +

1

k20
∇∇

)
exp (−jk0|x⃗− x⃗0|)

4π|x⃗− x⃗0|
. (5.95)

Ei(x⃗) = −jωµ0

∫
Jj(x⃗0)

(
δij +

1

k20
∂i∂j

)
exp (−jk0|x⃗− x⃗0|)

4π|x⃗− x⃗0|
dV0. (5.96)

D⃗ = εE⃗ − jκ
√
ε0µ0 H⃗,

B⃗ = jκ
√
ε0µ0 E⃗ + µH⃗

(5.97)

5.9 Anmerkungen zur analytischen Schreibweise der
Tensorrechnung

Tensorrechnung [12]. Stufe eines Tensors

A, Ai, Aij , Aijk, Aijkℓ, . . . (5.98)

Summierungskonvention, Beispiel:

Aiik =

3∑
i=1

Aiik = A11k +A22k +A33k = Bk (5.99)

Beispiele (Symbol =̂ bedeutet
”
entspricht“):

AiBi = C =̂ A⃗ · B⃗ = C

AiBj = Cij =̂ A⃗ B⃗ = C
↔

AijBiCj = D =̂A
↔

: B⃗ C⃗ = D

AijBj = Ci =̂A
↔

· B⃗ = C⃗

δijBij = Bii = C =̂ I
↔

: B
↔

= C

δijAijk =
3∑

i,j=1

δijAijk = Aiik = A11k +A22k +A33k = Bk (5.100)

Eine Zuordnung von zwei Vektoren zu einem dritten Vektor kann daher nur über einen Tensor
dritter Stufe erfolgen:

AijkBjCk = Di (5.101)

Eine spezielle Wahl

εijkAjBk = Ci (5.102)

C3 = A1B2 −A2B1 (Rechtssystem); C3 = A2B1 −A1B2 (Linkssystem);

Mit Vektoren A⃗ =̂ (1, 0, 0), B⃗ =̂ (0, 1, 0) Rechtssystem: C⃗ =̂ (0, 0, 1), Linkssystem: C⃗ =̂ (0, 0,−1)
Symbolische Schreibweise

C⃗ = A⃗ × B⃗
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definiert immer C3 = A1B2 −A2B1! (daher ”
axialer Vektor“

”
polarer Vektor“).

Übung: Länge des Vektors Gl. (5.102)

CiCi = εijkAjBkεipqApBq

= (δjpδkq − δjqδkp)AjBkApBq

= AjBkAjBk −AjBkAkBj

= AjAjBkBk −AjBjAkBk

= A2B2 − (AB cosϑ)2 = A2B2 sin2 ϑ

(5.103)

AB sinϑ ist die Fläche des Parallelogramms.
Ex-Ex-Produkt:

F⃗ = A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗) (5.104)

Analytische Schreibweise (beachte: εijk = εjki = εkij):

Fi = εijkAj(εkpqBpCq)

= (δipδjq − δiqδjp)AjBpCq

= Bi(AjCj)− Ci(AjBj) =̂ B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

(5.105)

Für Umformungen wichtig:

Gij = −Gji = Aij −Aji = εijkεkpqApq (5.106)

Gegenüberstellung einiger Ausdrücke:

∇ =̂ ∂i =
∂

∂xi

∇A⃗ (dyadisches Produkt) =̂ ∂iAj (Gradiententensor)

div A⃗ = ∇ · A⃗ =̂ ∂iAi

rot A⃗ = ∇× A⃗ =̂ εijk∂jAk

∆A⃗ = ∇2A⃗ = ∇ · ∇A⃗ =̂ ∂j∂jAi

gradA = ∇A =̂ ∂iA

rot rot A⃗ = grad div A⃗−∆A⃗ =̂ εijk∂jεkpq∂pAq = ∂i∂jAj − ∂j∂jAi

(5.107)

Beachte: Divergenz = Spur des Gradiententensors (Invariante).

div(a B⃗) = adivB⃗ + B⃗ · grad a =̂ ∂i(aBi) = a ∂iBi +Bi∂ia

div(A⃗× B⃗) = B⃗ · rotA⃗− A⃗ · rotB⃗ =̂ ∂iεijkAjBk = Bkεkij∂iAj −Ajεjik∂iBk

(5.108)

Doppelte Überschiebung Sij = Sji mit Aij = −Aji ist null:

SijAij = SjiAij = SijAji = −SijAij daher 2SijAij = 0 (5.109)

Folge:

rot grad a = 0 =̂ εijk∂j∂ka = 0

div rot A⃗ = 0 =̂ ∂iεijk∂jAk = 0
(5.110)

52



Beispiel einer nichttrivialen Umformung durch Anwendung von Gl. (5.106): Strömungslehre

dv⃗

dt
=
∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗ =

∂v⃗

∂t
− v⃗ × rot v⃗ +

1

2
grad (v⃗ · v⃗) (5.111)

Strömungsfeld v⃗(r⃗, t) =̂ vi(xj , t) in analytischer Schreibweise (Abkürzung ∂t =̂ d/dt):

dvi
dt

= ∂tvi + ∂jvi
dxj
dt

= ∂tvi + vj∂jvi

= ∂tvi + vj∂jvi − vj∂ivj + vj∂ivj

= ∂tvi − vj(∂ivj − ∂jvi) +
1

2
∂i(vjvj)

= ∂tvi − vjεijkεkpq∂pvq +
1

2
∂i(vjvj)

= ∂tvi − εijkvj(εkpq∂pvq) +
1

2
∂i(vjvj)

(5.112)

Man beachte ferner folgende Beziehungen:
Für den Ortsvektor r⃗ =̂xi gilt

div r⃗ =̂ ∂ixi =
∂xi
∂xi

= δii = 3

ferner

rot r⃗ =̂ εijk∂jxk = εijkδjk = 0

Man beachte weiterhin:

∂Ai

∂Aj
= δij ,

∂Aij

∂Akℓ
= δikδjℓ usw.

Die Reihenentwicklung einer Skalarfunktion A(xi) an einer Stelle xi = x̂i+ai sei als letztes Beispiel
genannt (n-te partielle Ableitungen ∂ni A sind an der Stelle xi = x̂i zu nehmen):

A(xi) = A(x̂i) +
∂A

∂xi
ai +

1

2!

∂2A

∂xi∂xj
aiaj +

1

3!

∂3A

∂xi∂xj∂xk
aiajak

= A(x̂i) + (ai∂i)A+
1

2!
(aiaj∂i∂j)A+

1

3!
(aiajak∂i∂j∂k)A

= A(x̂i) + (ai∂i)A+
1

2!
(ai∂i)

2A+
1

3!
(ai∂i)

3A

= exp(ai∂i)A

(5.113)

Das Ergebnis ist gleichzeitig ein Beispiel fur die Wirkung einer Operatorenfunktion (eine Funktion,
die als Potenzreihe dargestellt werden kann) des Operators ∂i auf eine Funktion A(xi).
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Berichtigungen

Anmerkung: Dieses Skriptum wurde ursprünglich mit einer älteren PC-Tex-Version erstellt und
später auf Miktex2.1 umgestellt. Diese Umstellung wurde weitgehend mit Makros automatisch
durchgeführt. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daß sich dabei auch Fehler eingeschlichen haben,
die bis heute noch nicht entdeckt wurden. Wenn Ihnen Fehler auffallen, so bitte ich um eine
Mitteilung per E-mail an
gerhard.grau @ kit.edu

In der Version 2007/2008 wurde eine Korrektur in Gl. (5.110) durchgeführt. Die vorliegende
Version ist die von WS 2017/2018. In ihr wurden an die pdf-Version des Skripts 10 Seiten angefügt,
welche handschriftliche Zusammenstellungen von Formeln enthalten (gedacht zur Hilfe bei der
Wiederholung der Vorlesung vor einer Prüfung oder zur Erläuterung nicht im Detail abgeleiteter
Formeln).
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